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基于 β-屈服函数的炭质泥页岩统一硬化模型
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（武汉科技大学 资源与环境工程学院；冶金矿产资源高效利用与造块湖北省重点实验室，

武汉 430081）

摘 要：炭质泥页岩普遍存在于中国西南地区矿山高边坡的软弱夹层中，在雨水浸润作用下容易

发生劣化，进而对矿山高边坡的稳定性产生不利影响。在复杂加载条件下，炭质泥页岩会发生弹

塑性破坏，表现出应变软化和剪胀等特点。将炭质泥页岩视作超固结黏土，基于 β-屈服函数建立

了相应的修正统一硬化模型。与修正剑桥模型的应力—剪胀方程相比，该模型能够更为准确地描

述炭质泥页岩的剪胀特性。此外，借助 β-屈服函数，该模型能考虑屈服面几何形状对模型计算结

果的影响，从而提高模型的计算精度。将模型计算结果与炭质泥页岩等材料的排水三轴压缩试验

结果进行对比发现，拟合效果较好，表明模型能准确描述炭质泥页岩的力学特性。
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Unified hardening model of carbonaceous shale based on β-yield
function
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(School of Resources and Environmental Engineering；Hubei Key Laboratory for Efficient Utilization and Agglomeration

of Metallurgic Mineral Resources, Wuhan University of Science and Technology, Wuhan 430081,P. R. China)

Abstract:The carbonaceous shale is widely distributed in the weak intercalated layer of high mine slopes in
southwest China, the stability of which would be affected by the rain infiltration induced delegation of the
carbonaceous shale. Carbonaceous shale can be regarded as a typical elastro-plastic material as ductile failure can
be observed under complex loading conditions, which is similar with the over-consolidated clays. This paper
developed a modified unified hardening model for carbonaceous shale to account for the strain-softening and
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dilatancy features. Besides, a β-yield function was adopted to better capture the negative dilatancy deformation.
Moreover, the proposed model is able to account for the effect of the shape of yield locus on the model
predictions, and the model performance can be then improved. Model predictions were compared with the
drained triaxial test results of carbonaceous shales, form which a well-agreement was achieved, and
consequently the model's performance was verified.
Keywords:carbonaceous mud shale；over-consolidated clays；β-yield function；unified hardening mode

在中国中南、西南地区，如云南、四川、贵州、广

西等省存在大范围的含缓倾软弱夹层（岩层和夹层

倾角小于 25°）的二叠系石灰岩地层 [1-3]，该地层拥有

丰富的优质石灰石矿产资源，是中国大量基础设施

建设的重要建材来源。如图 1所示，这些含缓倾软

弱夹层通常由炭质泥页岩组成，具有抗剪强度小且

容易在外部因素 (人为扰动或环境)作用下发生劣化

等特点，因此，含缓倾软弱夹层被视作矿山高边坡

的薄弱带 [4-5]。深入探究炭质泥页岩的力学特性并

建立相应的本构关系，对于含缓倾软弱夹层的矿山

高边坡的稳定性分析具有重要意义。

在复杂加载条件下，炭质泥页岩类似于超固结

黏土，会发生弹塑性破坏，其应力—应变曲线具有应

变软化的特点，并且伴随着剪胀现象的发生 [6-7]。为

此，有学者 [8]建议将炭质泥页岩等强度较小的软岩

视作超固结比很大的黏土，并采用临界状态土力学

的理论框架来描述其常规力学特性。宋丽等 [9]建立

了软岩的三维统一弹黏塑性本构模型，该模型对于

日本石川县能登半岛端部的硅藻质泥岩在不同围

压和加载速率等条件下的不排水三轴压缩试验结

果具有较好的描述效果。熊勇林等 [10]同时考虑了围

压和温度对软岩残余强度的影响，建立了软岩的热

弹黏塑性模型。炭质泥页岩另一个显著的力学特

性是具有流变性，在保持荷载强度不变的情况下，

增加加载时间将导致额外的体积变形 [11]。范庆忠

等 [12]提出了软岩的非线性蠕变模型，齐明山 [13]则系

统地研究了大变形软岩流变性态及其在隧道工程

结构中的应用。在所有临界状态本构关系中，修正

剑桥模型 [14]在岩土工程中应用最广泛，然而其只适

用于正常固结黏土力学特性的描述，在描述炭质泥

页岩等超固结黏土时具有明显的局限性。例如，修

正剑桥模型计算得到的超固结黏土的不排水抗剪

强度明显偏大，且应力—应变曲线为一条不光滑的

曲线。另一方面，修正剑桥模型的剪胀方程在描述

某些特定类型土的试验结果时存在一定的偏差，同

时，无法考虑超固结比和温度等因素对土的剪胀特

性的影响 [10,15]。为了克服上述不足，Yamakawa等 [16]

提出了下加载面的力学概念，在加载的任意过程

中，假定土体当前应力点始终位于下加载面上，发

生弹塑性体积变形，物理意义明确，能连续平滑地

刻画超固结土的弹塑性应力—应变关系。Yao等 [17-19]

定义了统一硬化参量，建立了适用于超固结重塑土

的统一硬化（Unified hardening, UH）模型并取得了

成功。统一硬化模型能够较好地描述超固结黏土

的应变软化和剪胀特性；同时，在加载过程中，当土

体由超固结状态转变为正常固结状态时，统一硬化

模型能够计算得到光滑连续的应力—应变曲线。

笔者将炭质泥页岩视作超固结黏土，并且基于

β-屈服函数建立了能够描述其应变软化和剪胀等复

杂力学行为的修正统一硬化模型。通过将模型计

算结果与炭质泥页岩和太古石的排水三轴压缩试

验结果进行对比分析，验证了模型的合理性。

1 修正统一硬化模型

假定软岩的体积变形以压为正，其中，有效应

力 p、剪应力 q和剪应力比 η分别定义为

p= σ1 + σ2 + σ3
3 （1）

q= 2
2 ( )σ1 - σ2

2
+ ( )σ2 - σ3

2
+ ( )σ3 - σ1

2
（2）

η= q/p （3）
式中：σ1、σ2和 σ3为主应力。

图 1 矿山高边坡中含炭质泥页岩的软弱夹层

Fig. 1 Weak intercalation of carbonaceous shale in the
high slope of the mine
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1. 1 β-屈服函数

在三轴压缩条件下，修正剑桥模型的塑性功增

量 dW in可以表示为

dW in = pdεpv + qdεps = p ( )dεpv
2 + ( )Mdεps

2
（4）

式中：dεpv和 dεps 分别为塑性体积应变增量和塑性剪

切应变增量；M为临界状态应力比。

根据上述能量耗散方程，可以分别得到修正剑

桥模型的剪胀方程和塑性势。

d= M 2 - η2

2η （5）

g= q2 +M 2 p ( p- p c)= 0 （6）
式中：d为剪胀因子，可以定义为 d= dεpv/dεps；pc为前

期固结应力。由于修正剑桥模型采用相关联的流

动法则，式（6）同样可以用于描述土的屈服面。

在描述超固结黏土的剪胀特性时，修正剑桥模

型的剪胀方程具有一定的局限性，即低应力条件下

该剪胀方程预测的剪胀因子 d明显小于土的实测

值。此外，由该剪胀方程得到的屈服函数假定土的

物理屈服面具有椭圆形几何形状，与部分土的试验

结果不符。

为了克服上述不足，首先将修正剑桥模型的剪

胀方程改写为

d= M 2 - η2

βη
（7）

式中：β为材料参数。令 β=2，式（7）将直接退化为

修正剑桥模型的剪胀方程。

如图 2所示，与修正剑桥模型的剪胀方程相比，

该剪胀方程能够较好地描述太古石的试验结果 [7]，

尤其是在低应力水平条件下。

通常可以根据剪胀方程得到塑性势并确定土

的塑性应变率，在 p-q应力空间，塑性势具有式（8）
所示积分表达式 [14]。

∫
pc

p dp
p
+∫

0

η dη
η+ d

= 0 （8）

将式（7）代入式（8）并假定相关联流动法则，可

得到式（9）所示的 β-屈服函数。

f= ln ( pp c )+ β
2β- 2 ln

é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú= 0（9）

为了便于探究材料参数 β对屈服面几何形状的

影响，可以将 β-屈服函数改写为

q= Mp

β- 1 ( )p cp 2- 2/β

- 1 （10）

根据式（10），当 β=2时，可以得到修正剑桥模

型的屈服函数。

材料参数 β对屈服面几何形状的影响结果图 3
所示。由图 3可以看出，增大参数 β将导致计算得

到的屈服面出现明显收缩 ，其弹性区间会随之

减小。

β-屈服函数关于有效平均主应力 p和剪应力 q
的偏导数分别为

∂f
∂p =

1
p

M 2 - η2

M 2 + ( )β- 1 η2
（11）

∂f
∂q =

1
p

βη2

M 2 + ( )β- 1 η2
（12）

将式（11）、式（12）代入相关联的流动法则中，

可以计算得到炭质泥页岩在剪切过程中的塑性应

变率。

1. 2 相似因子

炭质泥页岩具有相对较好的连续性，其变形特

征与典型的弹塑性材料类似，即在围压很小的情况

下表现为脆性破坏，而随着围压的增大，将逐渐转

变为延性破坏 [7]。

在加载的初始阶段，炭质泥页岩的应力—应变

曲线具有线性增长的特点，此时试样仅发生弹性变

图 2 炭质泥页岩剪胀曲线

Fig. 2 Dilatancy curve of carbonaceous mud shale

图 3 参数 β对屈服面几何形状的影响

Fig. 3 The influence of parameter β on the geometry of
the yield surface
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形。进一步加载将导致试样内部的胶结作用逐渐

破坏并形成微裂纹，这些微裂纹的发展和贯通将导

致试样发生屈服，其应力—应变曲线的非线性变化

特点也将逐渐增强，表现为应变硬化。在达到峰值

强度后，试样的剪应力会逐渐减小，其应力—应变曲

线表现为应变软化。

可以看出，在复杂应力条件下，炭质泥页岩的

应力—应变曲线变化特点与超固结黏土十分类似，

均表现为应变硬化和应变软化。为此，将炭质泥页

岩视作超固结黏土，并且定义其超固结比OCR为抗

剪强度 fc与围压 pic之间的比值，即OCR=fc/pic。
参考姚仰平等 [19]提出的适用于超固结黏土的统

一硬化模型，假定在任意加载过程中炭质泥页岩当

前的应力状态点 A（p,q）始终位于下加载面上，其参

考应力状态点 B（p̄,q̄）则位于参考屈服面上，如图 4
所示。

在 p-q平面，下加载面和参考屈服面之间具有

几何相似性，两者之间的相对位置关系可以采用相

似因子R进行描述，R的定义为

R= p
p̄
= q
q̄
, 0<R≤ 1 (13)

根据式（13），当R= 1时，下加载面会与参考屈

服面重合，此时炭质泥页岩处于正常固结状态。R
与OCR具有类似的物理意义，均可以用于描述炭质

泥页岩的超固结性。对于三轴压缩试验，剪切伊始，

不同围压条件下炭质泥页岩的初始相似因子R 0为

R 0 =
p ic
fc

（14）

采用本文提出的 β-屈服函数，参考应力状态点

B（p̄,q̄）所在的参考屈服面可以表示为

-
f= ln ( p̄p̄ c )+ β

2β- 2 ln
é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú= 0

（15）

当应力状态点位于参考屈服面上时，炭质泥页

岩将处于正常固结状态，因此，类似于修正剑桥模

型，可以采用体积硬化法则来描述硬化参量 p0-pc的
演化规律。

dp̄ c =
1
cp
p̄ c dεpv （16）

式中：cp = ( λ- κ ) / (1+ e0)，其中，λ、κ分别为炭质

泥页岩的压缩模量和回弹模量；e0为炭质泥页岩的

初始孔隙比。

将式（16）代入式（15）中，可以得到

-
f= ln ( p̄p̄ c0 )+ β

2β- 2 ln
é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú-

1
cp
εpv = 0 （17）

式中：p̄ c0为初始参考屈服面与 p轴的交点。

整理式（17），可以得到任意加载时刻有效平均

主应力 p̄的表示式

p̄= p̄ c0
é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú
2β- 2
β

exp ( 1cp εpv) （18）

根据相似因子R的定义，可以进一步得到R的

表达式

R= p
p̄ c0

é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú

β
2β- 2

exp ( - 1
cp
εpv) （19）

可以看出，R与应力水平、应力路径和累积塑

性体积应变等状态变量有关，式（19）能够综合反映

上述影响因素对下加载面大小变化规律的影响。

1. 3 统一硬化参量

由于当前应力状态点所在的下加载面几何相

似于参考屈服面，因此，其屈服函数可以表示为

f= ln ( pp c0 )+ β
2β- 2 ln

é

ë

ê
êê
ê
ê
êM 2 + ( )β- 1 η2

M 2

ù

û

ú
úú
ú-

1
cp
H= 0 （20）

式中，统一硬化参量H的定义式为

H=∫Ωdεpv （21）

根据Yao等 [18]的研究，Ω可以表示为

Ω= M 4
f - η4

M 4 - η4
（22）

式中：M f 为潜在峰值强度剪应力比。

在统一硬化模型 [17-19]中，M f 被认为是关于相似

因子R和临界状态剪应力比M的函数，满足关系式

图 4 下加载面和参考屈服面力学示意图

Fig. 4 Schematic diagram of the mechanics of lower
loading surface and reference yield surface
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M f = 6
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê k
R ( )1+ k

R - k
R
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

（23）

式中，材料参数 k可表示为

k= M 2

12 ( )3-M
（24）

统一硬化参量 Ω和剪应力比 η之间的关系如图

5所示，可以看出，η=0时，Ω=1；η=M时，Ω=0；
η=M f 时，Ω=-∞。

在模型数值实现过程中，需要确定炭质泥页岩

的体变模量K和剪切模量G，参考修正剑桥模型，可

以采用式（25）计算。

K= ( )1+ e0 p
κ

, G= 3
2
1- 2v
1+ v

K (25)

式中：ν为泊松比。

2 参数试验

在统一硬化模型的基础上，采用了 β-屈服函数

来描述炭质泥页岩的剪胀特性，由此建立的模型能

够合理地描述应变硬化和软化特性，同时考虑了围

压对炭质泥页岩力学行为的影响。

模型包含的材料参数为 M、e0、ν、λ、κ和 β。其

中，e0、λ、κ的具体取值可以通过炭质泥页岩的等向

压缩曲线得到，临界状态应力比M则可以由炭质泥

页岩在 p—q平面的临界状态线加以确定。不同类型

岩土材料的泊松比 ν的取值范围通常为 0. 2~0. 3，
可以由特定围压下材料的初始应力 — 应变曲线

得到。

2. 1 超固结比对模型计算结果的影响

为了初步验证所建立的适用于炭质泥页岩的

统一硬化模型的适用性，并且探究初始超固结比对

炭质泥页岩力学特性的影响，开展了围压为 200 kPa
的排水三轴压缩数值试验，试样的初始超固结比分

别为 1、2、4和 8，材料参数如表 1所示。

模型计算结果如图 6所示。由图 6可以看出，

随着初始超固结比逐渐增大，试样的应力—应变曲

线表现出明显的应变软化特性，同时，其体积变形

将逐渐由剪缩变为剪胀。

2. 2 材料参数 β对模型计算结果的影响

为了更好地描述炭质泥页岩的剪胀特性，对修

正剑桥模型进行了适当的修正，并由此得到 β-屈服

函数。在上述参数试验的基础上，分别令 β为 1. 5、2、
2. 5和 3，计算得到超固结比为 8的试样的三轴压缩排

水试验结果，其中，加载围压为 200 kPa。
根据图 7，增大 β的取值会导致试样的峰值强度

逐渐增大，其对应的轴向影响则会相应减小。此

图 5 剪应力比 η 与统一硬化参数 Ω 的关系曲线

Fig. 5 Relationship curve between shear stress ratio η
and unified hardening parameter Ω

表 1 数值试样的材料参数

Table 1 Material parameters of carbonaceous mud shale
numerical samples

e0
0. 69

ν

0. 25
M

0. 83
λ

0. 095
κ

0. 023
β

1. 8

（a）应力—应变曲线

（b）体积变形曲线

图 6 初始超固结比对炭质泥页岩排水三轴压缩试验

结果的影响

Fig. 6 Influence of initial over-consolidation ratio
on the results of drainage triaxial compression test of

carbonaceous shale
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外，随着 β的逐渐增大，试样的最终体积剪胀量也将

随之增大。

3 模型验证

3. 1 炭质泥页岩

为了进一步验证模型的适用性，采用该模型对

炭质泥页岩[20]的三轴压缩试验结果进行计算，材料参

数如表 2所示。假定该炭质泥页岩的前期固结应力

为 50 MPa，当围压分别为 100、200、300、400 kPa时，

其初始超固结比分别为 500、250、165、125。

在不同围压下，试样的应力—应变曲线试验结

果和模型计算结果如图 8（a）所示。对比结果表明，

该模型能够较好地描述炭质泥页岩的强度和变形

特点，尤其是达到峰值强度后的应力—应变曲线，此

时炭质泥页岩表现出明显的应变软化特性。不过，

在低围压条件下，模型计算得到的峰值强度明显小

于试验结果，峰值强度对应的轴向应变也明显偏

大，可以调整部分材料参数的取值来进一步提高模

型的计算精度。

图 8（b）给出了模型计算得到的炭质泥页岩的

剪胀曲线，可以看出，在加载的初始阶段，试样会发

生剪缩变形，而进一步加载将导致试样发生剪胀

破坏。

3. 2 太古石

基于 β-屈服函数的统一硬化模型同样能够较

好地描述其他不同类型软岩的强度和变形特性。

对 Adachi等 [21]的太古石三轴压缩排水试验数据进

行计算，材料参数如表 3所示。

图 9给出了太古石三轴压缩排水试验结果与计

算结果之间的对比。可以看出，在不同围压下，该

模型能较好地描述太古石三轴压缩排水试验应力—

应变曲线和体积变形规律。

（a）应力—应变曲线

（b）体积变形曲线

图 7 参数 β对炭质泥页岩排水三轴压缩试验

结果的影响

Fig. 7 Effect of parameter β on the results of
drainage triaxial compression test of carbonaceous

mud shale

表 2 炭质泥页岩模型参数

Table 2 Model parameters of carbonaceous mud shale

e0
1. 21

ν

0. 25
M

2. 82
λ

0. 006
κ

0. 002 1
β

1. 8

（a）应力—应变曲线

（b）体积变形曲线

图 8 不同围压条件下炭质泥页岩排水三轴压缩试验结果

与模型计算结果对比

Fig. 8 Comparison of the results of triaxial compression
test and model calculation of carbonaceous
shale under different confining pressures

表 3 太古石模型参数

Table 3 Model parameters of soft rock

e0
1. 43

ν

0. 25
M

1. 3
λ

0. 023 5
κ

0. 009
β

2. 56
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4 结论

建立了适用于炭质泥页岩的 β-屈服函数统一

硬化模型，该模型能较好地描述炭质泥页岩的应变

软化和剪胀特性。得到以下主要结论：

1）炭质泥页岩可以被视作超固结黏土，在任意

加载时刻，其当前的应力状态点始终位于下加载面

上，并且发生弹塑性破坏。

2）该模型能准确地描述炭质泥页岩的剪胀特

性，其采用的 β-屈服函数能考虑屈服面的几何形状

对模型计算结果的影响，从而显著提高模型的计算

精度。

3）模型包含的材料参数具有明确的物理意义，

能够通过常规的室内试验进行标定，便于实际工程

应用。模型计算结果与试验结果进行对比分析表

明，模型取得了良好的拟合效果，说明该模型能准

确、合理地描述炭质泥页岩的常规力学行为。

该模型的主要不足是无法考虑在复杂应力条

件下炭质泥页岩内部胶结作用破坏对其强度和变

形特性的影响。在后续研究中，需要同时考虑结构

性和超固结性对炭质泥页岩常规力学行为的影响。
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