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基于 2.5维有限元-完全匹配层技术的
隧道振动建模研究

赵立财
（台湾科技大学  营建工程系，台北  10607；中铁十九局集团第三工程有限公司，沈阳  110136）

摘 要：为解决隧道受周围区域复杂影响的三维隧道动力模拟问题，基于有限单元法，采用 2.5D 技

术，应用完全匹配层（PML）处理由有限单元网格截断的边界，提出一种针对超长隧道结构动态性

能模拟的高效、精确解法。结合 2.5D 技术、有限单元法（FEM）及完全匹配层（PML）的方法并不常

见，推导 2.5D 技术和有限单元法（FEM）结合法的方程，着重说明其与 2.5D 技术和完全匹配层

（PML）结合法的兼容性。通过与常用数值模型（MEF-MEC）和半解析解（PIP）法的结果验证，证

明了模型的准确性，并进行了参数研究，以评估隧道和土体性质对土体振动的影响。结果表明：提

出的 2.5D MEF-PML 方法能够解决有限元法不能处理无限域的缺点，与常规 PML 法相比,精度更

高，在隧道动力分析时，能准确考虑隧道周围区域因素的影响。

关键词：2.5D 技术；有限元—完全匹配层法；波传播；隧道—土体相互作用

中图分类号：U459.1   文献标志码：A   文章编号：2096-6717（2023）02-0052-13

Modeling and vibration analysis of tunnel based on 2.5-dimensional 
finite element-perfectly matched layer method
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Abstract: In order to solve the difficulty and complexity for three-dimensional dynamic uncertainty problem of 
tunnel surrounding area. Based on the finite element method (FEM), this paper presents an efficient and 
accurate method for dynamic performance simulation of super long tunnel structure by using 2.5-dimension 
technique and PML to deal with the boundary truncated by FEM mesh. Since the combination of 2.5-dimension 
method, finite element method (FEM) and perfectly matched layer (PML) is not common, we derive the 
equations of the combination of 2.5D technique and FEM, and emphasize its compatibility with 2.5D technique 
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and PML. After a brief introduction of the model, a series of verification examples are provided to prove the 
accuracy of the model. Finally, parametric studies are carried out to evaluate the influence of tunnel and soil 
properties on soil vibration. The results show that the proposed 2.5D MEF-PML method can solve the problem 
that the finite element method can not deal with the infinite domain, and has high accuracy, making it possible 
to accurately consider the influence of the factors around the tunnel in the dynamic analysis of the tunnel.
Keywords: 2.5D technique； FEM-PML method； wave propagation； tunnel-ground interaction

近年来，城市铁路建设引起了一系列振动问

题，已经影响到了附近居民的生活质量。由于铁路

基础设施与具有住宅或服务功能的建筑之间距离

较近，因此，该问题在城市隧道建设中尤为突出。

影响系统响应的因素较多，特别是列车动态激

励的产生机制、隧道与周围土体的动态相互作用、

隧道的几何形状和位置、岩土土体的几何异质性和

固有材料等，因此，隧道振动的产生和传播问题十

分复杂。Gupta 等 [1]在开发 MEF-MEC 类型的混合

三维数值模型基础上，运用了动态隧道模拟周期模

型，该模型利用有限元法（FEM）模拟复杂的几何

体，在隧道中，使用轮廓元法（MEC）模拟与岩土质

量相对应的不确定介质。尽管这类模型的精度很

高，但其固有的数值计算量很大，不利于实际应用。

此外，由于 2D 模型不能模拟波在三维空间的传播，

而在计算模型大、计算步长短的情况下，3D 模型时

间成本又非常高。假定隧道结构、围岩的几何形状

及材料特性沿纵向均匀不变，利用 2. 5D 公式将隧

道纵向振动频率等变量进行傅立叶变换，将其分解

成一系列沿该方向传播的简谐波，进而得到波数和

频域下的应变方程，将 3D 问题变为平面应变问题。

在计算每个简谐波时，只需对隧道二维横截面结构

与围岩进行有限元离散化，得出三维解，大大缩减

了模型的自由度，使计算效率较 3D 模型有所提高。

2. 5D 数值模拟技术已被应用于土体和隧道等铁路

运输基础设施的研究中 [2-3]，该方法既可以应用于基

于有限元法和轮廓元法模型 [4]，也可以应用于基于

这两种方法的混合模型 [5-6]，甚至是无网格法与 FEM
的结合，如 Amado-Mendes等 [7]进行的初步研究。在

静态问题中，地基的作用体现在刚度上，可以在距

离观察区域足够远的地方截断域，使变形足够小，

从而忽略不计。然而，在动态分析中，地基所采用

的模型不仅要满足典型土体的动态刚度要求，还要

满足索末菲尔德 [8-9]的辐射条件，该条件假定在各向

同性和 (半)不确定性的均质环境中辐射能量不可能

返回到观察领域。这一要求需要对边界条件进行

特殊处理，因为当波到达有限元网格的极限时，不

能出现杂散反射。为实现这一目标，针对隧道之间

的相互作用问题，已经提出并实施了一些策略。

在使用 MEF 时，由于观察领域的几何限制，处

理人工边界的不同方法和手段可以分为局部程序

和整体程序。总体程序在概念上比较一致，但其复

杂程度和通用性较低。这类方法包括在有限元背

景下精确考虑波传播方程和索末菲尔德辐射条件

的方法，如边界元法、基本解法 [10-11]。这些程序由基

于波传播理论的近似解组成，通过处理人工边界来

避免波反射。尽管这些方法的效率取决于离散域

的大小（相对于产生的波长），但易用性加上与 MEF
方法的良好兼容性，使其可以广泛运用于实际工程

中。局部程序包括吸收边界法、无限单元法和吸收

层方法，吸收边界法是其中最简单的方法。在局部

程序中，还有另一种处理波传播问题的方法：完全

匹配层（PML）方法，也称为 PML 公式，通过有限大

小的层（称为 PML 层）替换无限域来处理人工边

界。该介质能实现两个主要目的：确保当波到达其

边界时没有反射；吸收影响它的波。

介绍 2. 5D 技术在有限元法中的运用，强调通

过大型隧道进行系统模拟时需要考虑的具体内容；

提出 2. 5D 技术与 PML 的结合法，并强调了该方法

与有限元法的异同点。在提出两种方法之后，通过

与不确定介质的分析解决方案进行比较来验证这

两种模型，将插入不确定介质中隧道的解与 PIP（管

套管热交换器）半解析程序提供的解进行了比较。

最后，基于观察区域横截面上瞬时波的传播参考变

化函数,分别进行了隧深度、衬砌厚度及土体材料

阻尼特性对振动传播的影响研究。

53



第  45 卷土 木 与 环 境 工 程 学 报（中 英 文）

1　2. 5 维 MEF-PML 法数值模型的概

念和计算公式

1. 1　概况

假设一个纵向截面不变的结构，如图 1 所示。

通过运用 2. 5D 公式在纵向坐标（x方向）进行傅立

叶变换，将所有变量变换为波数 k1，然后对截面进行

离散化即可得出问题的三维解，最后，在 2. 5D PML
单元层辅助的同时，通过使用 2. 5D 有限元离散观

察领域。其中，域截断发生在 PML 单元之后。因

此，该数值装置可以吸收以任意入射角到达 2. 5D 
MEF 和 2. 5D PML 方法观察域之间边界的波，而且

不会出现杂散反射。

通过改变复数域 PML 单元的节点 y和 z坐标，

使 x坐标变换到频率—波数域，进而满足边界吸收条

件，实现波沿 PML 单元传播人为衰减的目的，如图

2 所示。

该方法的关键在于所采用参考函数的变化，因

为 PML 层不仅要发挥吸收材料的作用，还要发挥

保证波在观察领域和 PML 边界处不发生反射的作

用。只有满足这两个要求，才能在观察领域内获得

准确解。

1. 2　2. 5D MEF-PML结合法公式

1. 2. 1　MEF 2. 5D 结合法的通式　为了减少三维

模拟极高的计算成本并减少计算量，对于几何和力

学特性无限延伸的三维结构，可以通过 2. 5D 计算

公式来处理。由于结构的主要属性由其横截面表

示，故被视为二维结构。假定结构响应为线性，则

可以在频率/波数域中进行分析，并在无限发展结

构方向上对时间和空间进行傅立叶变换。转换后

的量（作用量和响应量）成为空间方向 x和时间方向

t的傅里叶图像函数，傅里叶图像分别由波数 k1 和角

频率 ω表示，在未处理域中只保留两个方向来表征

三维环境，并通过有限元对这些方向定义的平面进

行离散化，如图 1 所示。

基于有限元法的一般步骤，即强形式和弱形

式，可以为三维域中任何无限体积建立平衡方程

∫V
δεσdV+∫V

δuρüdV=∫V
δupdS （1）

式中：δε为虚拟扩展场；σ为应力场；δu为虚拟位移

场；u为位移场；ρ为介质密度；p为施加在表面 S上

的外部压力场。

应用傅立叶变换后，域的横截面保留在非变换

域中并被离散化为有限元，使得根据节点变量重写

方程式（1）具有可能性。虚功定理假设为

∫δf ( x) p ( x) dx=∫δf ( - k1) p ( )k1 dk1 （2）

由式（1）、式（2）可知，变换域内力和惯量所做

的虚功分别为

∫V
δεσdV=∫ k1

δuT
n ( - k1,ω)∫ x∫ y

BT (-k1 ) ·

DB (k1) dydzun (k1,ω) dk1 （3）

∫V
δuρüdV= -ω2∫ k1

δuT
n ( - k1,ω) ·

∫ Z∫ y
N T ρNdydzun (k1,ω) dk1 （4）

式中：B为形式函数导数的矩阵；N为形式函数矩阵

（仅在横截面平面上定义）；D为弹性矩阵（应力与变

形相关）；n为节点位移矢量（集合变换域内单元截

面节点 3 个自由度对应的位移）；其中激发源被认为

在角频率 ω下随时间呈谐波变化。

利用几何体在 ZY平面上仅为离散的事实，计算

外部荷载所做的虚功。因此，考虑平行于施加动作

元素的坐标 s，外部荷载所做的虚功由式（5）得出。

∫ S
δupdS=∫ k1

δuT
n ( )-k1,ω pn (k1,ω) dk1 （5）

图 1　2.5D有限元模型

Fig. 1　2.5D finite element method

图 2　PML层内波衰减示意图

Fig. 2　Schematic diagram of wave attenuation in PML layer
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式中：向量 pn汇集了沿有限元边界施加的压力 p所

产生的等效节点力。

由于式（3）、式（4）、式（5）适用于任意虚位移

δun ( - k1)，因此，可以取 k1 的所有积分，使每个有限

元的平衡关系为

(∫ x∫ y
BT ( )-k1 DB ( )k1 dydz- ω2∫ z∫ y

N T ρNdydz ) un (k1,ω)= pn (k1,ω) （6）

通过采用有限元法的常用命名法，厚度矩阵和

质量矩阵可分别定义为式（7）和式（8）。

K=∫ z∫ y
BT ( )-k1 DB ( )k1 dydz （7）

M=∫ z∫ y
N T ρNdydz （8）

矩阵 B是由微分算子 L（在变换域内）与矩阵N

的乘积决定，矩阵 N以元素的形式将函数分组。由

于方向 x对波数 k1 进行变换，因此，对同一方向的导

数进行解析计算时，矩阵 L为

L=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

úik1 0 0 ∂
∂y 0 ∂

∂z

0 ∂
∂y 0 ik1

∂
∂z 0

0 0 ∂
∂z 0 ∂

∂y ik1

T

（9）

由于在模型中采用了材料阻尼效应的形式，因

此，在考虑复杂刚度参数基础上使用了滞后阻尼模

型。通过将刚度矩阵 K分解为子矩阵，使相同矩阵

中的所有项都与波数无关，提高了计算效率。为

此，矩阵 B被认为是两个矩阵的和，从而将数值导数

与解析导数分离，如式（10）所示。

B= B 1 + ik1B 2 （10）
将式（10）代入式（7）中并对其进行分组，就能

将式（6）重写为

(K 1 + ik1K 2 + k 2
1 K 3 - ω2M ) un (k1,ω)=

pn (k1,ω) （11）
1. 2. 2　2. 5D 与 PML 结合法公式　为了克服 MEF
本身固有的局限性，将采用 2. 5D 和 PML 相结合的

吸收边界法。其原理是在观察区域周围引入一层

PML 单元，该区域也将由 2. 5D 有限元离散，这意味

着它能吸收入射能量，而且不会在两个区域之间的

边界发生反射。因此，PML 层应该具有吸收性，而

不是反射性，如图 2 所示。

为了满足上述条件，需考虑 PML 域中的复数

坐标，维持问题的控制方程，从而避免在观察域中

的边界上出现虚假反射。鉴于上述情况，需将 PML
所描述的域更改为复域。由于方向 x被变换到波数

域（参见图 1），因此，该关系由式（12）和式（13）仅适

用于 y和 z方向的参考变化函数给出。

y͂=∫
0

y

λy ( y) dy （12）

z͂=∫
0

y

λz ( z) dz （13）

式中：λy和 λz分别为 y和 z方向的变换函数。

在制定有限元类型的公式时，还需在物理和复

数这两个空间的节点坐标导数之间建立关系。这

些关系可以通过式（14）、式（15）建立。

∂
∂y͂ = 1

λy( )y
∂

∂y （14）

∂
∂z͂ = 1

λz( )z
∂
∂z （15）

由于 PML 域内的解满足观察域内微分方程的

要求，因此，如果式（1）符合复数空间的坐标变化关

系，则可以使用定义 2. 5D 和 MEF 结合法的程序来

定义 2. 5D 和 PML 结合法。因此，在运用式（12）~
式（15）的基础上，结合 Garlekin 程序，可以为 PML
区域建立刚度矩阵K*和质量矩阵M*

K ∗ =∫ z∫ y
B* ( - k1) DB∗(k1) λy λzdydz （16）

M ∗ =∫ z∫ y
N T ρNλy λzdydz （17）

矩阵 B*为微分算子 L*与矩阵 N的乘积，矩阵 N

为元素 2. 5D PML 形式函数的组合。为了遵循物理

空间坐标和复数空间坐标之间的关系，新的微分算

子由式（18）给出。

L ∗ =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú

ú

úik1 0 0 1
λy( )y

∂
∂y 0 1

λz( )Z
∂
∂z

0 1
λy( )y

∂
∂y 0 ik 1

1
λz( )Z

∂
∂z 0

0 0 1
λz( )Z

∂
∂z 0 1

λy( )y
∂

∂y ik 1

T

（18）

PML区域可以在两个方向、一个方向或没有方向 上吸收入射能量。后一种情况对应于 λy = λz = 1。
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将该关系代入式（16）和式（17）表示的刚度和质量

矩阵中，可以分别得出式（7）和式（8）。

最后，在代入有限元和 PML 元的动态刚度矩

阵及诺伊曼和狄利克雷边界条件之后，方程组的整

体形式即可被确定，如式（19）所示。

{[ ]K g
FEM ( )k1 + [K g

FEM (k1,ω) ]-

}ω2( )[ ]M g
FEM + [ ]M g

FEM ( )k1,ω un (k1,ω)= pn (k1,ω)
（19）

方程组的解位于变换域中，需进行两次傅立叶

逆变换才能将解转换到时空域中。

1. 2. 3　参考系的转换　在观察区域之外，通过解

决方案的连续性推导出这些函数，与此同时，提出

其衰减演化时的平稳解决方案，以避免在 PML 域

内出现杂散反射。通过采用式（20）、式（21）所示函

数来满足要求。

λy( y)= 2π
abs ( )k

y
Hy

- i
k0

k ( yHy )
2

（20）

λz( z)= 2π
abs ( )k

z
Hz

- i
k0

k ( zHz )
2

（21）

式中：k0 是一个合适的常数值（本研究的结论是 k0 =
20 时将产生较好的结果）；Hy 和 Hz 分别为 y和 z方

向上吸收层的厚度；k为问题横截面上传播波长对

应的波数，由式（22）给出。

k= ( )ωC s

2

- k 2
1 （22）

式中：C s 为切割波在场内的传播速度。

为了调整网格，以获得足够传播波长的 PML
域厚度，引入参考变化函数的实际部分。因此，在

所提出的方法中，PML 网格总是以 1 m 的厚度生

成，并被分为 5 或 6 个子层，该数字对应于与结果敏

锐度相适应的最小离散值，其适应性由参考变化函

数决定。实际上，PML 域的网格是通过波数自适应

的（拉伸或收缩），这种效果通过变换函数实现。通

过将所提出模型得到的结果与理论方案的结果进

行比较，验证了所提出的参考变化函数的正确性。

应当注意的是，如果式（22）的根为负值，则参

考变化函数没有虚部，即，沿着问题横截面传播的

波是瞬变的，因此，参考变化函数式（20）和式（21）
是纯实数值，波没有衰减，为了更好地模拟域的无

限特性，需要对网格进行调整。

2　理论验证

2. 1　不确定介质中的垂直载荷

为了验证模型的可靠性和准确性，对一个简单

例子进行模拟，并将结果与 Kausel 等 [12]提出的显式

分析解决方案进行比较。图 3 显示了问题的主要特

征及采用的 2. 5D 有限元网格的几何形状。在数值

分析中，利用问题的对称性和反对称性条件，确定

2. 5D 有限元网格的边界条件，如图 3（b）所示。

图 3 中观察区域为 3 m×3 m 的截面，由 2. 5D
有限元单元格表示，每个单元的宽度 le 为 0. 3 m。

沿着该区域的外部轮廓，即人工边界处施加一层厚

1 m 的 PML 单元，其尺寸可根据在 YOZ平面上传

播的波长进行调整。不确定介质由垂直电荷激发，

该垂直电荷相对于 x坐标的纵轴为谐波，波数为 k1。

在空间频域中，荷载由式（23）给出。

pj( x,y,z,ω)= δij δ ( y) δ ( z) cos (k1 x) （23）

由于电荷是谐波，由此产生的位移也是谐波

uj( x,y,z,ω)= uj(k1,y,z,ω) cos (k1 x) （24）

图 4 和图 5 分别显示了 k1 波数（定义为 k1 =
k1C s /ω）在频率为 10、75 Hz时沿 y轴的垂直位移。

（a） 不确定介质性质

（b） 2.5D 有限元网格模型

图 3　验证问题的描述

Fig. 3　Verify the description of the problem
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由图 4 和图 5 可以看出，无论波数或频率如何，

数值解与理论解的一致性都很好。需要注意的是，

当 k1大于 1时，沿横截面仅产生大于 1的瞬时波，如式

（22）所示。因为所考虑的材料阻尼非常小，所以，当

k1大于 1 时，响应的虚分量几乎为零，说明了响应的

易逝性，数值模型也很好地再现了这种效果，数值结

果与理论结果完全吻合。从图 4（a）可以看出，该模

型能够准确地再现传播波，即使波长大大超过了观

察区域。在图 4（a）所示的条件下，传播的切割波波

长约为 14. 5 m，相当于观察区域尺寸的 5倍左右。该

模型具有显著的再现能力是因为PML 所采用的变化

参考函数配置式（20）、式（21）在截面上引入了实数

分量作为传播波数的函数，使模型能够自动调整

PML单元的尺寸，从而模拟大波长。事实上，如果 k1=
0，2. 5 D 问题就转变成了二维平面变形分析问题。

对于这种情况，假设无限空间具有图 3（a）所示的特

性及图 3（b）所示的模型。考虑采用 Ricker子波脉冲

相对应的瞬态垂直载荷如图 6所示，动作的应用点对

应于参考点的原点，如图 3（a）所示，Ricker子波脉冲

引起的垂直移动如图 7所示。

图 7 显示了图 3（b）所示位于观察区域边界的点

A、B在时空域内的响应，在数值技术结果的基础上，

（a） 波数维度 k1=0.5

（b） 波数维度 k1=1.0

（c） 波数维度 k1=1.5

图 5　垂直载荷频率为 75 Hz时沿不确定介质 y轴垂直位

移 uz( x,y,z,ω)的实部和虚部

Fig. 5　When the vertical load frequency is 75 Hz, the 
real and imaginary parts of the vertical displacement 

along the y-axis of the uncertain medium are presented

（a） 波数维度 k1=0.5

（b） 波数维度  k1=1.0

（c） 波数维度 k1=1.5

图 4　垂直载荷频率为 10 Hz时沿不确定介质 y轴垂直

位移 u z( x,y,z,ω)的实部和虚部

Fig. 4　When the vertical load frequency is 10 Hz, the 
real and imaginary parts of the vertical displacement 

along the y-axis of the uncertain medium are presented
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给出了理论计算结果（使用 Kausel等[12]提出的 Green 
2. 5D 函数计算）。同样，数值解和理论解之间具有

极高的一致性，即使在观察区域边界上的点，所获得

的结果之间也没有区别，可以体现出所提出模型的

高效性。围绕相同的验证示例，图 8给出了更全面的

计算结果，描述了一些时间段的垂直位移场。

在图 8中仅第二象限用数值方法计算，其余象限

的结果为 Kausel 等[12]提出的理论解。可以看出，

Ricker 子波脉冲在不同时间点引起的垂直位移场大

小分布形式基本一致，对于各时刻，数值解和理论解

基本一致，说明提出的理论可信，可用于进一步研究。

2. 2　不确定介质中的隧道

选择 Gupta 等 [1]研究中给出的一组结果作为对

比组 ,所考虑的案例用于验证该研究中的数值模

型，为此，将数值解与 Forrest 等 [13]开发的 PIP（管套

（a） 时域表示

（b） 频域表示（频率含量）

图 6　Ricker子波脉冲对应的瞬态垂直载荷

Fig.6　Transient vertical load corresponding to the 
Ricker subwale pulse

（a） A点

(b) B点

图 7　Ricker子波脉冲引起的垂直移动

Fig. 7  Vertical movement caused by Ricker wavelet pulse

（a） t=0.214 s

（b） t=0.219 s

（c） t=0.224 s

（d） t=0.229 s

图 8　Ricker子波脉冲在不同时间点引起的垂直位移场

（单位：cm）
Fig. 8　Vertical displacement field caused by Ricker 

wavelet pulse at different time points (Unit: cm)
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管热交换器）模型提供的半解析解结果进行比较。

比较了 3 种分析不确定介质中隧道动态响应的方

法：本文提出的 2. 5D MEF-PML 模型、Gupta 等 [1]提

出的周期性 MEF-MEC 模型；半解析解的 PIP 模型。

图 9所示为不确定介质性质的隧道,隧道内半径

为 2. 75 m，混凝土壁厚为 0. 25 m，在其底部施加垂直

谐波点载荷。观测点由问题截面上的极坐标和正交

方向上的矩形坐标定义，x=0 m，载荷施加在坐标为

（0，2. 75，0）的点上。有限元网格宽10 m，高 40 m，即相

对于隧道中心在 z方向延伸 20 m（A点和C点位于有

限元域和 PML域之间的界面）。将该域分解为 2. 5D
有限元，每个单元的宽度小于 0. 6 m，以获得频率高

达 80 Hz的精确解。为了避免波反射到达人工边界，

沿人工边界铺设了一层厚 1 m、由 5 层 2. 5D 有限元

组成的 PML 单元。图 10 为由在隧道底部施加不同

频率谐波点载荷引起的沿YOZ平面（即由载荷和观

测点组成的平面）位移场标准的实际部分。

尽管图 10 中显示为二维形式，但其模拟结果对

应于三维分析，解决了波数维度 k1 连续值的问题。

不同模型结果的比较如图 11 所示，图 11 显示了图

9（a）中所示的每个观测点垂直位移传递函数的变

化规律。

由图 11 中可以看出，提出的模型具有很高的准

确性，它提供的数值结果与使用 PIP 模型所获得的

结果几乎完全一致。PIP 模型是一个基于厚壁管道

中波传播理论的半解析解模型，可以在当前条件下

（隧道在不确定介质中）获得精确解。此外，提出的

数值模型具有很强的通用性，可以模拟复杂的几何

形状，这在半解析模型（如 PIP 模型）中不可能实现。

从上述结果可以看出，2. 5D MEF-PML 模型在

精度方面可以取代 Gupta 等 [1]提出的 MEF-MEC 模

型，如图 11（a）所示的函数波动在 2. 5D MEF-PML
模型中得到了很好的呈现，但在 MEF-MEC 模型中

却不那么明显。

同样，提出的模型即使在观察域（即 MEF 2. 5D
所描述的域）和 PML 域之间边界上的点也具有极

高的准确性。

3　隧道振动的参数

3. 1　参考方案说明

参考方案所采用的几何形状和力学性能如图

12 所示。模型假定为质量均匀的浅埋隧道，通过在

隧道底部施加单位振幅（1 N）且频率可变的谐波垂

直载荷产生动态激励。图 12 展示了土体上不同位

（a） 问题描述 （b） 2.5D 有限元网格

图 9　不确定介质中的隧道

Fig. 9　Tunnel in uncertain medium

（a） 20 Hz

（c） 60 Hz

（b） 40 Hz

（d） 80 Hz

图 10　由在隧道底部施加不同频率谐波点荷载引起的沿

YOZ平面的实际位移场

Fig. 10　Actual displacement field along the YOZ plane 
caused by applying harmonic point loads with different 

frequencies at the bottom of the tunnel
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置的观测点及荷载作用点，观测点和作用点应记录

在同一横截面上（静载条件）。在数值模拟时，利用

所分析问题的对称性条件，建立了 2. 5D MEF-PML

模型。观察区域为 20 m 宽，也就是说，图 12 中所示

F点的垂直方向对应于该区域的边界。有限元法可

以分析高达 80 Hz 的频率范围。与观察区域相结

合，使用了厚 1 m 的 2. 5D PML 层，并将其分为 6 个

子层。图 13 为参考方案所采用的有限元网格。

3. 2　隧道深度的影响

从土体动态响应的角度分析，隧道深度是一个重

要方面。除参考方案中H=9 m 外，还假定另外两个

深度，分别为H=12 m和H=15 m。图 14显示了位于

土体表面的参考点和 3种不同情况下的垂直位移。

由图 14可以看出，土体表面的动态响应趋势相当

复杂。造成这种复杂性的因素有很多，包括压缩波、截

止波和瑞利波在自由表面的相互作用，这种相互作用

的结果是曲线上出现波动和反向峰（下降），反向峰之

间的频率间距随隧道深度的不同而变化，原因是它们

的发生取决于源与接收器之间的距离。

研究显示，隧道越深，振动水平越低，在距离隧

道路线最近的点（图 14（a）、（b））和远离隧道路线的

点（图 14（e）、（f））体现得非常明显，当频率大于 20 
Hz 时，后者的影响更加明显。这种依赖于隧道深度

的衰减效应主要归结于两个原因：1）阻尼。因为从

源到接收器的距离随着隧道深度的增加而增加；

2）激励产生射线波的频率范围减小。第 1 个原因的

影响主要体现在离隧道最近的点上，接收源距离受

隧道深度的影响最大；第 2 个影响因素主要体现在

离隧道最远的点上。对此，Gupta 等 [1]研究表明，瑞

利波的频率含量被限制在 CR /d频率范围内，其中 d

为源深，CR 为瑞利波的速度，因此，隧道深度增加导

致频率范围缩小的原因主要是瑞利波。当 H=9 m
时，瑞利波的截止频率约为 20~30 Hz，而当隧道深

度较深时，截止频率约为 13~20 Hz。
另一方面，图 14 中显示了隧道深度与产生最小

响应值频率的关系。隧道的深度越深，该影响发生

的频率就越低，低频与高频范围内的频率差异就越

图 13　参考方案中的有限元网格

Fig. 13　References in the finite element mesh

（a） A点

（b） B点

（c） C点

图 11　不同位置垂直位移的传递函数

Fig. 11　Transfer function of vertical displacement at 
different positions

图 12　几何形状和力学性能

Fig. 12　Geometry and aesthetic performance used in the 
reference scheme
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小，并且，随着观测点距离的增加，这种差异也会明

显减小，如图 14（f ）所示。

对于施加荷载作用下点的动态响应，隧道深度

的影响可以忽略不计。如图 15 所示，不同隧道深度

荷载作用点所获得的位移幅值只有轻微的差异，尤

其是在更深的隧道中。

综上可知，从铁路交通振动的角度来看，该结

论非常重要。事实上，列车运行过程中产生的动态

荷载取决于轨道底部的动态性能，由于不同深度隧

道的动态响应十分相似，特别是当隧道上方的土体

厚度超过其直径的 1. 5 倍时，列车与系统其他部分

(轨固隧道)之间的动态相互作用问题与隧道的深度

无关。因此，铁路交通在某一深度隧道中产生的动

力相互作用载荷可以作为激励源（输入数据），用于

研究不同深度隧道中产生的振动。

3. 3　隧道衬砌厚度的影响

隧道衬砌厚度是影响隧道在平面内的动力性

能和纵向抗弯刚度 [14]从而影响隧道与土体相互作用

机制的参数之一。为了研究隧道衬砌厚度对系统

整体动态性能的影响，设计了两种新方案，即衬砌

厚度 d=0. 5 m 和 d=0. 7 m，隧道外半径为常数，其

值如图 12 所示。与隧道直径相比，衬砌厚度的假设

值似乎有些夸张，但从理论角度来看，重要的是要

考虑衬砌厚度的高对比度，以突出该参数的影响。

在考虑的 3 种情况下，根据激励频率，观测点在

地块表面的垂直位移情况如图 16 所示。结果可分

为两大类：1）8 m 以下距离的动态响应，如图 16（a）、

（b）、（c）所示；2）8 m 以上距离的动态响应，如图 16
（d）、（e）、（f ）所示。从图 16（b）、(c）可以看出，随着

隧道刚度的增加，第一个反向峰向更高的频率移

动，这可能是因为在平面上自由隧道弯曲模态固有

频率的增加由其衬砌厚度的增加引起。8 m 以上距

离的动态响应总体趋势是，随着衬砌厚度的增加，

垂直位移减少，尤其是在频率超过 35 Hz 的情况下，

这种影响随着源与接收器距离的增加而变得更加

图 15　不同隧道深度荷载作用点的垂直位移幅值

Fig. 15　Vertical displacement amplitude of the different 
tunnel depth load points

（a） A点

（d） D点

（b） B点

（e） E点

（c） C点

（f ） F点

图 14　不同隧道深度下观测点的垂直位移

Fig. 14　Vertical displacement of observation points at different tunnel depths
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明显，这在很大程度上是由于隧道纵向弯曲刚度的

增加使所施加的荷载进一步退化，从而使响应最小

化。显然，这种影响在较短的波长，即较高的频率

下更为明显。

另一方面，如图 16（d）、（e）、（f ）所示，随着衬砌

厚度的变化，反向峰频率增加，这说明了隧道刚度

对隧道与土体相互作用机制的影响。衬砌厚度的

增加导致隧道在平面和纵向的固有频率增加，从而

导致这种影响发生的频率增加。

综上所述，当源与接收器之间的距离超过隧道

直径的 1. 5 倍时，增加隧道衬砌的厚度是一种减少

交通诱发振动的措施，但对于较短的距离则效果不

大。关于衬砌厚度对隧道自身动态响应的影响，图

17 比较了 3 种情况下荷载作用点的垂直位移。

由图 17 可以看出，在 3 种情况下，荷载作用点

垂直位移值的总体趋势相似，然而，衬砌厚度的增

加将导致位移幅度的显著减小，因此，隧道衬砌厚

度可以在列车—轨道—隧道的相互作用机制中发挥

重要作用。衬砌厚度的增加会导致轨道支撑刚度

的增加，这会对轨道交通引起的振动形成机制产生

影响，特别是该机制是由车辆和其余系统之间的动

态相互作用产生的情况，而这种影响的大小取决于

轨道的弹性特性。

3. 4　土体物质阻尼的影响

隧道内部引起的振动是一个复杂问题，不仅涉

及隧道的力学性能，而且涉及岩体的刚度、分层和

阻尼等特性。土体阻尼参数会随着震源与接收器

之间距离的变化而变化，很难实现现场量化，因此，

应该受到特别关注 [15]。为了说明土体材料阻尼的影

响，提出一项参数化研究，除参考方案阻尼系数 ξ= 
0. 04 外，还分析了阻尼系数为 0. 02 和 0. 06 的两种

情况。振动幅度的衰减由两种机制引起：几何阻尼

和材料阻尼，就几何阻尼而言，并不代表系统的能

量损失，而是波的传播过程中导致的系统扩散，因

此，只取决于波前的几何形状、波的类型及从观测

点到发电源的距离。笔者只讨论材料阻尼的影响，

是因为几何阻尼只是系统自身结构的一个固有特

征，而材料阻尼与有效的能量耗散有关。激励频率

图 17　不同隧道衬砌厚度下荷载作用点的垂直位移

Fig. 17　Vertical displacement of load points under 
different tunnel lining thicknesses

（a） A点

（d） D点

（b） B点

（e） E点

（c） C点

（f ） F点

图 16　不同隧道衬砌厚度下观测点的垂直位移

Fig. 16　Vertical displacement of observation points at different tunnel lining thicknesses
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越高（波长越短），源与接收器之间的距离越远，其

影响就越明显，这种效应在图 18 中体现得十分明

显，图 18 所示为以质量表面各点垂直位移振幅作

为激励频率的函数。

由图 18 可看出：1）阻尼的增加与振动水平的降

低有关；2）无论源—接收器距离如何，激励频率越高，

阻尼效应越明显；3）当源—接收器距离较大时，材料

阻尼引起的振幅明显减小（见图 18（f））。这些表现

是合理的，因为阻尼效应与材料所经历的振动周期

数量有关[16-17]，对于较高的频率，即较短的波长，当源

—接收器的距离较远时，即材料所承受的循环次数较

多时，振动水平将大大降低。关于土体阻尼对隧道

阈值点动态响应的影响，结果如图 19所示。

由图 19 可知，在评价隧道本身的位移时，材料

阻尼的影响几乎可以忽略不计。通过结论可以发

现，材料阻尼对动态列车与线路相互作用机制的影

响很小，因此，与传播过程中的情况相反，它对振动

产生过程的影响并不明显。

4　结论

1）介绍并验证了 2. 5D MEF-PML 模型，该计

算方法适用于分析隧道等交通基础设施无限发展

结构的动态响应。

2）由于 PML 依据的方程与有限元分析中常用

的方程非常相似，因此，将 2. 5D PML 结合法代入基

于 2. 5D MEF 的数值计算中相对简单，这种合并的

基本方法是通过定义和建立参考变化函数来实现

的，能够处理域横截面上瞬时波和波的传播参考变

化函数。

3）通过比较发现，2. 5D MEF-PML 模型解与

PIP 模型结果几乎完全重合，并且，较常用的 MEF-

MEC 模型，其更加简洁，且结果更加准确。事实上，

即使使用与观察区域大小相同的有限元网格，2. 5D 
MEF-PML 模型也可以获得非常精确的结果，并且

该方法克服了有限元程序不能处理无限域的缺点，

2. 5D MEF-PML 方法通过使用一个有限大小的层

（称为 PML 层）替换无限域来处理人工边界，相比

无限单元法，具有计算代价更小的优势。不过，由

于提出的 2. 5D MEF-PML 中空间域的物理空间坐

标是基于笛卡尔坐标，因此，该模型只适用于处理

图 19　不同材料阻尼值下荷载作用点的垂直位移值

Fig. 19　The vertical displacement value of the load action 
point under different material damping values

（a） A点

（d） D点

（b） B点

（e） E点

（c） C点

（f ） F点

图 18　不同材料阻尼值下参考的垂直位移

Fig. 18　Vertical displacement of the reference at different material damping values
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直线型观察域，不能处理曲线型观察域。

4）目前的数值模型是由之前的 2. 5D MEF-

MEC 模型发展而来，能够模拟移动载荷及列车与线

路 相 互 作 用 的 问 题 ，从 这 个 角 度 看 ，2. 5DMEF-

PML 是解决隧道内轨道交通诱发振动问题的综合

数值工具。
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