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预留土支护基坑旋转破坏模式下的极限抗力上限解
张辉,吴曙光,杨凯丞

（重庆大学  土木工程学院，重庆  400045）

摘 要：对于支撑式或锚拉式支挡结构，进行预留土辅助支护时需验算绕支点的抗倾覆稳定性，然

而目前还未找到合理的计算方法。基于极限分析上限定理，提出预留土支护基坑的 3 种可能破坏

模式，运用斜条分法对被动区土体进行离散，并构建相容速度场，分别推导 3 种破坏模式下基坑抗

倾覆力矩的计算表达式，采用遗传算法编程，分析支挡结构与土体间摩擦系数、土体黏聚力及预留

土几何参数等对破裂角及抗倾覆力矩的影响规律。结果表明：当墙背光滑且土体黏聚力为零时，

利用朗肯被动土压力理论计算得到的抗倾覆力矩为一上限解；存在黏聚力时，朗肯被动土压力理

论计算值偏于保守，存在摩擦系数时，库伦土压力理论计算的抗倾覆力矩偏大；与预留土宽度和坡

度相比，预留土高度对抗倾覆力矩的影响更加显著。

关键词：预留土；上限法；极限分析；旋转破坏；基坑工程

中图分类号：TU432   文献标志码：A   文章编号：2096-6717（2023）05-0116-09

Upper bound solution of ultimate resistance of berm-retained 
excavations under rotating failure mode

ZHANG Hui， WU Shuguang， YANG Kaicheng
(School of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, P. R. China)

Abstract: For strutted or anchored retaining structures, the anti-overturning stability around the fulcrum needs 
to be checked for the berm-retained excavations. However, a reasonable calculation method has not yet been 
found. Based on the upper limit theorem of limit analysis, three possible failure modes of the berm-retained 
excavations were proposed, the slice method with inclined interfaces was used to separate the passive soil area, 
and a compatible velocity field was constructed. The expressions for calculating the anti-overturning moment of 
foundation pit under three failure modes were derived respectively. Through the calculation example, the effects 
of friction coefficient between retaining structure and soil, soil cohesive force and the berm-retained geometric 
parameters on the rupture angle and anti-overturning moment were analyzed by using genetic algorithm. The 
results show that when the wall is smooth and the soil cohesion is zero, the anti-overturning moment calculated 
by Rankine's passive earth pressure theory is an upper bound solution. When cohesive force exists, the 
theoretical value of Rankine's passive earth pressure theory is conservative, when friction coefficient exists, the 
anti-overturning moment calculated by coulomb earth pressure theory is too large. In addition, the berm-
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retained height has a more significant influence on the anti-overturning moment than the berm-retained width 
and slope.
Keywords: retained berm； upper bound method； limit analysis； rotational failure； excavation engineering

在基坑施工中，常利用预留土作为支挡结构的

临时支撑，不仅可以有效减小支挡结构的嵌固深

度，还能提高支护体系的整体稳定性，在大型基坑

中 ，采用预留土辅助支护可取得较好的经济效

益 [1-2]。此外，基坑中经常会因需要容纳电梯井、集

水井等局部结构而进行二次开挖，形成坑中坑，此

时支挡结构与坑中坑之间也可看作是具有一定宽

度和高度的预留土台。

对于锚拉式或支撑式支挡结构，若嵌固深度过

小，则会发生绕支点的整体失稳，即旋转破坏。《建

筑基坑支护技术规程》（JGJ120—2012）[3]中对锚拉

式或支撑式支挡结构的稳定验算采用基坑外侧主

动土压力相对支点产生的倾覆力矩等于基坑内侧

被动土压力产生的抗倾覆力矩的理论，其中土压力

计算一般采用经典朗肯或者库仑土压力理论。由

于经典朗肯土压力理论采用半无限土体的假设条

件，且两者均基于平移破坏模式。由于预留土的存

在，而基坑被动区土体明显属于有限土体范畴，且

平移破坏模式的假定也与实际有较大差别。因此，

对于预留土支护基坑的稳定性验算，仍然采用经典

朗肯或库仑土压力理论并不合适。

近几十年，许多学者运用不同的方法，包括静

力平衡法 [4-5]、多重库仑楔体分析法 [6-7]、弹性抗力

法 [1-2]、模型试验法 [8]、数值分析法 [9-13]、极限分析法 [14]

等，对预留土的作用机理进行了研究。其中，数值

分析法因能模拟较复杂的条件，如多级台阶预留

土 [15]、不连续预留土的空间效应 [16-18]等，故其应用较

为广泛，但计算精度受材料参数和网格尺寸的影响

较大；而理论与试验研究则主要集中在基坑平移破

坏模式下预留土对支挡结构内侧土压力大小及分

布的影响，这些理论对平移破坏模式下悬臂式支挡

结构的设计具有较好的适用性。但在旋转破坏模

式下，锚拉式或支撑式支挡结构的土压力大小及作

用点位置与平移破坏模式下有较大差别 [19]，若仍采

用平移破坏模式下土压力大小及作用点位置进行

计算，计算结果可靠性得不到保证。

极限分析上限法通过构建机动许可的速度场

并运用能量原理求解极限状态下真解的上限，由于

将实际土简化为理想完全塑性材料，故计算方法简

单、高效。目前，极限分析方法已在边坡稳定 [20-21]、

基坑稳定性 [22-23]、地基承载力 [24]、挡墙地震永久位移

及屈服加速度 [25-26]等方面得到成功应用，但是将极

限分析法应用于基坑旋转破坏模式下抗倾覆稳定

性计算成果相对较少。基于此，将极限分析上限定

理和数学规划法相结合，建立预留土支护基坑 3 种

可能的破坏模式，运用斜条分法对每种破坏模式下

预留土支护基坑被动区进行离散，构建相容速度

场，得到预留土支护基坑抗倾覆力矩的目标函数。

根据算例，采用遗传算法编程，分析土体参数及预

留土几何参数对破裂角及基坑抗倾覆力矩的影响

规律。

1　旋转破坏模式建立

基本假定：1）墙背竖直，滑裂面为平面；2）墙后

土体为可变形体，且与墙体不发生分离；3）土体服

从相关联的流动法则；4）基坑无限长，按平面应变

问题分析。

建立 3 种破坏模式，如图 1 所示。当预留土顶

部宽度较大时，极限状态下被动区土体将从预留土

顶部剪出；随着预留土顶部宽度的减小，逐渐转变

（a） 破坏模式 1

（b） 破坏模式 2

（c） 破坏模式 3

图 1　破坏模式分析

Fig. 1　Analysis of failure mode
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成从预留土边坡和预留土底部剪出。

忽略支挡结构的平动位移，即只考虑绕支点 O
的转动，建立如图 2 所示的相容速度场，V oi 为墙背

点 P的速度，Vi为点 P处土体以角度 β+ φ斜向上

做直线运动的速度，Vwi 为 V oi 和 Vi的相对速度。φ

为土体内摩擦角，ω为支挡结构绕支点 O旋转的角

速度，l为支点至点 P的距离。

根据图 2 所示的相容速度场，可得速度关系

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

V oi = lω

Vi =
Voi

cos ( β+ φ )
Vwi = Voi ⋅ tan ( β+ φ )

（1）

2　抗倾覆力矩求解

2. 1　破坏模式 1
当预留土顶部宽度较大时，滑动土体为三角

形，如图 3 所示，按破裂角 β将被动区土体划分为 n

个土条，每个土条考虑为刚体，土条速度为Vi，方向

为斜向上与破裂面成 φ角，Pi为第 i条块垂直挡墙方

向的外力，大小等于极限状态下的土压力，作用在

中点处。b f 为预留土宽度，h f 为预留土高度，1：m为

预留土边坡坡度，H为预留土顶部至挡墙底部的距

离，l0 为预留土顶部至支点的距离。土体为均质土，

重度为 γ，黏聚力为 c，内摩擦角为 φ。

推导破坏模式 1 的抗倾覆力矩计算表达式，当

不考虑预留土作用时，将 H与 l0 扣除预留土高度 hf

即可。

土条 i的水平速度为

V oi = ( )H
n
i- H

2n + l0 ω （2）

2. 1. 1　土体外功率

土体外功率包括支挡结构对被动区土体做功

功率和土体自重做功功率。

1）　支护桩墙对土体做功功率

WP = ∑
i= 1

n

PiV oi - ∑
i= 1

n

Pi tan δ ⋅Vwi （3）

将式（2）带入式（3）得

WP = ∑
i= 1

n

P ( )i

H
n
i- H

2n + l0 [1 -

tan δ tan ( β+ φ )]ω （4）

式中：δ为墙背摩擦系数；Pi( )H
n
i- H

2n + l0 的大小

等于第 i条块处土压力对支点的抗倾覆力矩。令

∑
i= 1

n

Pi ⋅ ( )H
n
i- H

2n + l0 =MP,MP 为被动区土体相

对支点的极限抗倾覆力矩，则

WP =MP[1 - tan δ ⋅ tan ( β+ φ )]ω （5）
2）　土体自重做功功率

土条 i自重

Gi = ( )Hn
2

⋅ cot β ⋅ ( i- 0.5 ) ⋅ γ （6）

土体自重做功功率

Wg = - lim
n→ ∞

Σ
i= 1

n

GiVi sin ( β+ φ ) （7）

将式（1）、式（2）、式（6）带入式（7）得

Wg = - 1
2 γH

2ω ⋅ cot β tan ( β+ φ ) ( )l0 + 2
3 H     （8）

外力功总功率为

W=WP +Wg （9）
2. 1. 2　内能耗散功率

内能耗散功率包括斜条块间内能耗散功率与

土体滑裂面变形层内能耗散功率。

1）斜条块间内能耗散

E s = lim
n→ ∞

∑
i= 1

n- 1

cli ΔVi cos φ （10）

li为条块 i与条块 i+1 之间变形层长度

li =
H
n

1
sin β i （11）

ΔVi为条块 i与条块 i+ 1 的相对速度差

ΔVi = Vi+ 1 - Vi =
H
n
ω

1
cos ( β+ φ )

（12）

将式（11）、式（12）带入式（10），得

图 3　破坏模式 1计算简图

Fig. 3　Calculating diagram of failure mode 1

图 2　相容速度场

Fig. 2　Compatible velocity field
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E s = lim
n→ ∞

cH 2ω
cos φ

cos ( β+ φ ) sin β
n ( n- 1 )

2n2 =

           12 cH
2ω

cos φ
cos ( β+ φ ) sin β

    （13）

2）土体滑裂面变形层内能耗散

E c = lim
n→ ∞

clnVn cos φ （14）

其中：

ln = H
sin β （15）

Vn =
( )H- H

2n + l0 ω

cos ( β+ φ )
（16）

将式（15）、式（16）带入式（14），得

E c = cHω
cos φ

cos ( β+ φ ) sin β
( H+ l0 ) （17）

总内能耗散

E= E s + E c （18）
由虚功率原理W= E可求得极限抗倾覆力矩

MP = 1
1 - tan δ tan ( β+ φ )

⋅

           
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê cos φ

cos ( β+ φ ) sin β ( )3
2 cH

2 + cHl0 +

ù
û
úúúú           12 γH

2 cot β tan ( β+ φ ) ( l0 + 2
3 H )      （19）

2. 2　破坏模式 2
图 4 中 H 1 = b f tan β，H 2 = H- H 1。 计 算

ABCE部分土体自重做功功率与内能耗散功率时，

可考虑土体ABD减去 CDE部分土体自重做功与内

能耗散。

1）CDE部分土重做功功率

Wg1 = - lim
n→ ∞

Σ
i= 1

n

GiVi sin ( β+ φ ) （20）

Gi为区域 CDE中第 i土条的重力，根据几何关

系与相容速度场得

Wg1 = - 1
2 γH

2
2 ω

cot2 β
cot β+ m

tan ( β+ φ ) ·

( )l0 + 2
3 H 2 + H 1 （21）

2）CDE部分土体内能耗散功率

E s1 = lim
n→ ∞

∑
i= 1

n- 1

cli ΔVi cos φ （22）

其中：

ΔVi =
H 2

n
ω

1
cos ( β+ φ )

（23）

li =
cot β

cot β+ m
1

sin β
H 2

n
i （24）

故

E s1 = 1
2 cH

2
2 ω

cos φ
cos ( β+ φ ) sin β

cot β
cot β+ m

     （25）

3）CD滑裂面内能耗散功率为

E c1 = lim
n→ ∞

clnVn cos φ=

           cH 2ω
cos φ

cos ( β+ φ ) sin β
( H+ l0 ) cot β

cot β+ m

（26）
由虚功率原理W= E得

MP = (-Wg +Wg1 + E s + E c - E s1 - E c1 )
[ 1 - tan δ tan ( β+ φ ) ] ω

     （27）

2. 3　破坏模式 3
图 5中，H 1 = b f tan β，H 2 =( 1 +mtan β ) h f，H3=

H-H2-H1。计算 CDFG部分土体自重做功功率

与内能耗散功率。

1）CDEG部分土重做功功率

Wg2 = - lim
n→ ∞

∑
i= 1

n

GiVi sin ( β+ φ ) （28）

式中

Gi =
H 3

n
cot β ⋅ h f ⋅ γ （29）

根据相容速度场，得

图 4　破坏模式 2计算简图

Fig. 4　Calculating diagram of failure mode 2

图 5　破坏模式 3计算简图

Fig. 5　Calculating diagram of failure mode 3
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Wg2 = -γH 3ω cot β ⋅ h f tan ( β+ φ ) ⋅

( )l0 + H 2 + H 1 + 1
2 H 3 （30）

2）EFG部分土体内能耗散功率

当条块数量 n无穷多时，EG处内能耗散功率趋

近于 0，故 EFG部分土体内能耗散功率可直接采用

式（22）计算。

3）CDEG部分土体内能耗散功率

根据几何关系与相容速度场得

E s2 = cH 3h fω
cos φ

cos ( β+ φ ) sin β
（31）

4）CD滑裂面内能耗散功率为

Ec2 = lim
n→ ∞

clnVn cos φ=

            ch fω
cos φ

cos ( β+ φ ) sin β
( H+ l0 )

（32）

根据虚功率原理W= E得

MP = (-Wg +Wg1 +Wg2 + E s + E c - E s1 - E c1 - E s2 - E c2 )
[ 1 - tan δ tan ( β+ φ ) ] ω

（33）

3　参数分析

对于 3 种破坏模式，均应考虑土体速度方向与

水平线夹角在 0~π 2，即 0 < ( β+ φ ) < π 2；考虑垂

直挡墙方向外力做功功率与墙背摩擦功率之和大

于零，即 tan ( β+ φ ) < 1 tan δ。另外，如图 6 所示，

对破坏模式 1，还应考虑 π 2 > β≥ β2；对破坏模式

2，应考虑 β2 ≥ β≥ β1；对破坏模式 3，应考虑 0 <
β≤ β1。当预留土高度为零时，可视 b f = H tan β，此
时，破裂角将不受 β1 和 β2 约束。

对于工程实例，应根据上述约束条件分别计算

3 种破坏模式的抗倾覆力矩最小值，并以三者中的

最小值作为实际的抗倾覆力矩。遗传算法属于进

化算法的一种，具有良好的全局寻优能力。利用

Matlab 软件中遗传算法工具 ga 函数来分析土体参

数与预留土几何参数对破裂角及抗倾覆力矩的影

响，具体实现步骤为：1）分别将式（19）、式（27）、式

（33）创建成函数形式的 M 文件；2）根据给定参数计

算相应的约束条件；3）将 3 个 M 文件与对应的约束

条件分别带入 Matlab 中 ga 函数，求解出 3 种破坏模

式的抗倾覆力矩MP，然后取三者中的最小值作为实

际的抗倾覆力矩。各参数取值见表 1。
3. 1　土体参数对 β及MP的影响

对于无预留土的一般基坑，由式（19）可知，抗

倾覆力矩MP是土体力学性质、墙背摩擦系数、支挡

结构嵌固深度、基坑底部至支点的长度及破裂角的

函数，其一般表达式为MP = f ( γ,c,φ,δ,H,l0,β )。
3. 1. 1　c的取值对 β及MP的影响

由图 7 可以看出，墙背摩擦系数和土体黏聚力

均为 0 时，利用朗肯被动土压力理论计算得到的抗

倾覆力矩与计算结果相同，说明在此类情况下，利

用朗肯被动土压力理论得到的计算值为一上限解。

当黏聚力增大时，计算的抗倾覆力矩增加较朗肯被

动土压力理论计算值更快，原因是该方法在考虑旋

表 1　各计算参数的取值

Table 1　Values of calculation parameters

计算分析类型

c的取值对 β及MP的影响

δ的取值对 β及MP的影响

b f、h f 的取值对 β及MP的影响

m、h f 的取值对 β及MP的影响

δ/rad

0

π 18

π 18

c/kPa

20

20

φ/rad

π 6

π 6

π 6

(H- h f)/m

5

5

5

5

(l0 + h f)/m

7

7

9

9

γ/(kN/m3)

20

20

20

20

h f/m

0

0

b f/m

0

0

5

m

0

0

1

图 6　破裂角约束条件

Fig. 6　Rupture angle constraint conditions

图 7　M P与 c的关系

Fig. 7　Relationships between M P and c

120



第  5 期 张辉，等：预留土支护基坑旋转破坏模式下的极限抗力上限解

转破坏时假定墙后土体为可变性楔体，土体内部耗

能随黏聚力增大而增大，而朗肯土压力理论考虑平

移破坏模式下墙后土体为刚体，内部没有能量耗

散，故利用平移破坏模式下的朗肯被动土压力理论

计算抗倾覆力矩值偏于保守。另外，该方法计算的

破裂角与黏聚力无关 ，与大主应力面夹角均为

π 4 - φ 2，与朗肯被动土压力理论计算的破裂角完

全相同。

3. 1. 2　δ的取值对 β及MP的影响

如图 8 所示，墙背摩擦角 δ对破裂角的影响较

大，破裂角 β与墙背摩擦角 δ近似呈线性关系，随着

δ从 0 逐渐增加到 30°，β逐渐减小。对于同一摩擦系

数，c越大，则 β也越大。c=0 时，计算得到的破裂角

与库仑被动土压力理论得到的完全一致。

由图 9 可以看出，MP与 δ呈明显的非线性关系，

在 c一定时，随着 δ从 0 逐渐增加到 30°，MP 逐渐增

大，且变化幅度也增大。当 δ与 c均为 0 时，库伦土

压力理论计算的MP 与本文方法一致，说明库伦土

压力理论计算的旋转破坏模式下抗倾覆力矩为一

上限解。当墙背存在摩擦角 δ时，由库仑土压力理

论计算得到的MP 大于本文方法计算值，且 δ越大，

偏差越大。

3. 2　预留土几何参数影响分析

3. 2. 1　b f、h f 的取值对 β及MP的影响

由图 10、图 11 可以看出，预留土高度 h f 为某一

定值时，预留土宽度 b f 与 β和MP 近似呈线性关系，

随着 b f 的增加，β递减，MP递增；b f 存在一临界值，当

达到临界值后，会突变为破坏模式 1，此时 β及MP均

由破坏模式 1 确定；预留土高度 h f 越大，临界宽度越

大，且MP 的增加幅度也越大；由曲线可以看出，相

比增加单位预留土顶部宽度，增加单位预留土高度

对MP的提高更为有效，且预留土顶部宽度越大，提

高效果越显著。

3. 2. 2　m、h f 的取值对 β及MP的影响

如图 12、图 13 所示，对于一定的预留土顶部宽

图 12　β与m的关系

Fig. 12　Relationships between β and m图 9　M P与 δ的关系

Fig. 9　Relationships between M P and δ

图 8　β与 δ的关系

Fig. 8　Relationships between β and δ

图 10　β与 b f的关系

Fig. 10　Relationships between β and b f

图 11　M P与 b f的关系

Fig. 11　Relationships between M P and b f
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度 b f 和高度 h f，在预留土边坡坡度m较小时，以破坏

模式 3 发生破坏，此时破裂角 β随着 m的增加近似

呈线性减小，Mp近似呈线性增加，随着m继续增大，

逐渐转变成破坏模式 2，此时 β和MP均呈非线性增

加，且增加幅度逐渐减小，当坡度趋近于无穷时，可

看作按破坏模式 1 破坏；对于不同的预留土高度，当

坡度超过一定值后，破裂角几乎不受坡度影响，且

最终均趋近于破坏模式 1 所确定的破裂角（0. 42 
rad）；预留土高度越高，坡度对MP的影响越显著。

4　案例计算

某基坑工程支挡结构形式如图 14 所示，桩长

17 m，基坑深 8 m，支撑距地表 1. 5 m，基坑内预留土

台进行临时加强，预留土顶部宽度 2. 5 m，高 3 m，按

照 1：1. 5 进行放坡。均质土重度 γ为 18 kN/m3，黏

聚力 c为 10 kPa，内摩擦角 φ为（π 18）rad。

分别采用金亚兵等 [27]提出的附加荷载法和本文

方法进行计算，结果见表 2，其中，MP表示总的抗倾

覆力矩，MP1 为不考虑预留土时基坑提供的抗倾覆

力矩，MP2 为预留土提供的抗倾覆力矩。

本文方法计算得到的总抗倾覆力矩大于金亚

兵法计算值，但预留土对抗倾覆力矩的贡献则略

小。金亚兵等 [27]将预留土与基坑土体分开进行计

算，通过附加荷载的方式考虑预留土的作用，本文

方法则将预留土与基坑土体作为整体进行分析，更

接近于土体实际性状。

5　结论

1）基于极限分析上限定理直接推导了预留土

支护基坑旋转破坏模式下抗倾覆力矩 MP 的表达

式，而无需确定被动土压力的大小和分布，计算上

具有一定的简洁性。

2）对于无预留土的一般基坑，当墙背光滑且土

体黏聚力为零时，利用朗肯和库仑被动土压力理论

计算得到的抗倾覆力矩值均为一上限解。当存在

黏聚力时，朗肯土压力理论计算值偏于保守；当存

在墙背摩擦系数时，库伦土压力理论计算的抗倾覆

力矩偏大。

3）预留土宽度 b f 存在一临界值，当达到临界值

后，会突变为破坏模式 1，此时 β及MP均由破坏模式

1 确定，且预留土高度 h f 越大，临界宽度越大，另外，

相比预留土宽度和坡度，预留土高度对抗倾覆力矩

的影响更加显著。
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