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摘 要：在边坡可靠度分析中，通常采用横观各向异性或各向同性随机场来刻画土体参数的空间

变异特性，而忽略了土体参数的各向异性空间变异性，从而可能会得出错误的可靠度评价结果。

为此，建立考虑各向异性空间变异性的边坡可靠度随机有限差分方法（RFDM）计算框架，并以一

般各向异性空间变异性边坡为参考边坡，从波动范围方向结构、互相关系数、变异系数和波动范围

等方面系统地探讨各向异性空间变异性对边坡可靠度的影响。结果表明：基于坐标转换的各向异

性随机场模拟方法可以有效地刻画土体参数各向异性空间变异性；应变聚类边坡临界滑面搜索算

法适用于复杂临界滑面的精确搜索；相比一般各向异性空间变异性，旋转各向异性空间变异性会

高估边坡失效概率，横观各向异性空间变异性会严重低估边坡失效概率，而各向同性空间变异性

会在较大和较小的波动范围内分别高估和低估边坡失效概率。
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Abstract: In current slope reliability analysis, the failure probability might be wrongly calculated because of the 
inadequate consideration of anisotropic spatial variability of soil parameters. Therefore, a random finite 
difference method (RFDM) framework considering anisotropic spatial variability is established. Taking the 
general anisotropic spatial variability slope as a reference slope, the influence of anisotropic spatial variability on 
slope reliability is systematically studied from the aspects of fluctuation range direction structure, cross-

correlation coefficient, variation coefficient and fluctuation range. The results show that the coordinate-
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transformation-based anisotropic random field simulation method can effectively characterize anisotropic spatial 
variability of soil parameters. Strain-clustering-based slope critical slip surface searching algorithm can 
accurately determine the complex critical sliding surface of slope. Compared with the general anisotropic spatial 
variability, the slope failure probability is overestimated and greatly underestimated when considering rotational 
anisotropy and transverse anisotropy, respectively. In addition, considering isotropic random fields can 
overestimate and underestimate the slope failure probability in case of greater and smaller scale of fluctuation, 
respectively.
Keywords: random finite difference method； slope reliability； Monte Carlo simulation； anisotropic spatial 
variability； critical slip surface

由于受到沉积、物理化学风化、矿物组成、构造

运动、侵蚀作用和搬运作用等影响，即使看似均质

的土体，其属性参数也在空间上表现出一定的变异

性和成层特征 [1-3]。Lumb[4-5]通过大量试验研究逐渐

认识到不同空间位置处的土体参数值存在相关性

和变异性，并提出了土体参数空间变异性这一概

念。Vanmarcke[6]引入随机场模型将土体参数描述

为服从某种分布的随机变量，用均值、变异系数来

描述其在数值上的变异性，而用自相关函数中的波

动范围来衡量任意两点处参数值间的空间相关性

程度。在波动范围内不同位置处的土体参数值具

有较强相关性，超出这个范围则认为不相关。一般

来说，波动范围越大，土体越趋于均质状态，其参数

空间变异性程度越低，反之则越高 [7]。

忽视边坡土体参数空间变异性会带来意料不

到的灾难性后果。例如，在旧金山港的一个码头建

设过程中，一个在稳定性评估中被评估为“安全”的

水下“均质”边坡发生了失稳 [8]。鉴于此，许多学者

开展了考虑空间变异性的边坡可靠度分析研究。

Zhou 等 [9-10]采用各向同性随机场模拟给定滑面上的

土体抗剪强参数空间变异性，推导了单层土坡发生

坡脚和深层圆弧滑动概率的一维极限平衡法解析

解。类似地，Gravanis 等 [11]推导了一维平面滑动下

的空间变异性边坡失效概率积分解析解。这些研

究只描述了单一固定滑面上的抗剪强度参数空间

变异性，把相应的参数空间变异结构考虑为各向同

性结构，进而忽略了其各向异性结构的本质。虽然

简化了边坡可靠度分析，但是适用范围窄，也未能

真正反映各向异性空间变异性对边坡可靠度的影

响。为此，学者们从许多方面进行了考虑各向异性

空间变异性边坡可靠度的分析研究。Luo 等 [12]分析

了不排水抗剪强度的垂直空间变异性对基坑边坡

开挖过程中稳定性的影响，认为垂直波动范围越

大，边坡失效概率越大。Cami 等 [13]采用随机极限平

衡法对 Sugar Creek 土堤进行了非圆弧滑动下的空

间变异性边坡可靠度分析，发现合理细化随机场网

格、增加条块数目和模拟次数能提高边坡可靠度评

价的准确性。Wang[14-15]研究发现，忽视土体水力渗

流参数空间变异性将明显低估土坝渗流稳定性和

高估失效风险。蒋水华等 [16]考虑了在岩土体参数横

观各向异性下不同自相关函数对边坡可靠度的影

响，发现高斯型自相关函数最为高估失效概率。陈

朝晖等 [17]对比不同方法对空间变异性边坡可靠度的

影响发现，随机极限分析方法所得结果与随机有限

元方法很接近。朱彬 [18]则将空间变异性边坡的研究

视野从陆地扩展至海洋，建立了海床沉积物强度参

数非平稳随机场模型并应用于海底斜坡可靠度分

析。但是，由于未建立坐标系几何转换关系，这些

研究只能局限于横观各向异性随机场。实际工程

中，土体物理、力学参数空间变异性往往表现出倾

斜层状的旋转各向异性或一般各向异性特征 [19-20]。

Liu 等 [21]指出，最大和最小波动范围的方向并不总是

对应于水平和竖向；Liu 等 [22]也发现，最大波动范围

方向也可以是斜向的。由上述研究可知，还需进一

步研究各向异性空间变异性对边坡可靠度的影响。

笔者将随机场理论与边坡稳定有限差分方法

相结合，利用批处理调用方式，建立适用于各类各

向异性空间变异边坡可靠度分析的通用随机有限

差分计算框架。在该计算框架内，提出基于坐标转

换的各向异性随机场模拟方法和应变聚类边坡临

界滑面搜索算法，开发以通用有限差分商业软件三

维连续介质快速拉格朗日方法 FLAC3D 与各向异

性空间变异性边坡稳定概率分析模块的接口程序，

系统研究了所提方法在多参数各向异性空间变异

性边坡可靠度分析中的应用。

1　各向异性空间变异性刻画

1. 1　各向异性空间变异性类型

在现实情况中，土体参数在不同空间方向上的

空间变异性程度不一致，即空间变异性的各向异性

特征。图 1 展示了 6 种典型的二维空间变异性类
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型，两条白线代表自相关结构中的波动范围（Scale 
of Fluctuation，SOF，记为 δ）主轴，较长的为最大波

动范围 δmax，较短的为最小波动范围 δmin。在各向同

性类型中，最大波动范围和最小波动范围相等，表

明岩土体参数在每个方向上的空间变异性程度相

同。横观各向异性中，水平向的波动范围最大而垂

直向的最小，表明垂直方向上的岩土体参数值要比

水平向表现出更大的空间变异性。旋转各向异性

则是将波动范围主轴 δmax 和 δmin 保持正交而整体逆

时针地赋予一个旋转角 α，此时，最大和最小的空间

变异性程度相应表现在两个互为正交的倾斜方向

上。一般各向异性中，一个波动范围主轴被固定在

水平向上而另一个波动范围主轴则与其成一交错

角 β。一般旋转各向异性是在一般各向异性的基础

上，波动范围主轴 δmax 和 δmin 整体逆时针旋转了 α 角

度，此时最大和最小的空间变异性程度都位于倾斜

方向上。图 1（f）展示了含有两种各向异性的组合型

各向异性。相较于各向同性而言，岩土体参数空间

变 异 性 的 各 向 异 性 特 征 更 常 见 于 各 类 岩 土 工

程中 [20, 22-23]。

1. 2　基于坐标转换的各向异性随机场模拟方法

在平稳或准平稳随机场理论中，自相关函数常

用来量化空间中任意两点处的土体参数间的自相

关性。实际工程中常采用理论自相关函数来计算

自相关系数。然而，目前的理论自相关函数只能描

述在笛卡儿直角坐标系下的土体参数空间自相关

性，且只适用于各向同性和横观各向异性类型，而

无法描述斜坐标系下其他各向异性类型的土体参

数空间自相关性。

为了将理论自相关函数应用到更多各向异性

类型中，引入笛卡儿直角坐标系和斜坐标系间的转

换关系。如图 2 所示，将点 P 的直角坐标 ( x, )y 以平

行投影的方式分别分解到斜坐标系主轴 X ′和 Y ′上，

其在斜坐标系主轴上的截距就是点 P 的斜坐标

( x ′, )y ′ 。θ 是直线 OP 的方向角，也是任意方向上的

波动范围方向角。各向异性类型下的直角坐标和

斜坐标转换关系的统一表达式为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x ′= ( )xsin ( )α + β - ycos ( )α + β sin β

y ′= ( )ycos α - xsin α sin β
（1）

将式（1）中斜坐标代替理论相关函数中的直角

坐标，则可确定相应的各向异性自相关函数。

表 1 列出了经过坐标转换后常用的指数型自相

关函数及其变体（平方根指数型自相关函数）在各

向同性和各向异性下的表达式 ρ (dx, )dy ，dx 和 dy 分

别是空间任意两点在笛卡儿直角坐标系下的水平

和垂直方向上的相对距离。可以看出，经过坐标转

换，各向异性自相关函数可以直接计算任意两点的

直角坐标在斜坐标系中的自相关系数，从而刻画了

斜坐标系下土体参数的空间自相关性。

图 3 对比了采用指数型和平方根指数型自相关

函数的波动范围 δθ 随方向角 θ变化的包络线。从图 3
可以看出，当自相关函数采用平方根指数型时，波

动范围包络曲线光滑，表明采用平方根指数型自相

关函数计算得出的波动范围的变化准确。因此，采

用平方根指数型自相关函数。

（a） 各向同性

（c） 旋转各向异性

（e） 一般旋转各向异性

（b） 横观各向异性

（d） 一般各向异性

（f） 组合型各向异性

图 1　典型二维空间变异性类型 [23]

Fig. 1　Illustration of six typical spatial variability 
patterns in geo-material[23]

图 2　空间某点 P分别在直角坐标系 XOY和斜坐标系

X′′OY′′ 中的坐标

Fig. 2　Cartesian coordinate and oblique coordinate of 
point P

62



第  4 期 明思成，等：考虑各向异性空间变异性的边坡可靠度分析

在随机场离散方法中，由于乔列斯基分解技术

实现过程简单且不受具体随机场空间形态的限

制 [14]，因此被广泛应用于岩土体参数随机场模拟。

只需将建立的坐标系转换关系嵌入乔列斯基分解

技术即可实现各向异性随机场的离散。基于坐标

转换的乔列斯基分解技术模拟相关非高斯各向异

性随机场的流程如下。

1）将随机场空间离散成若干单元，根据目标各

向异性类型，通过转换关系（式（2））将提取到的单元

中心点的直角坐标 Pi( xi,yi)转换为斜坐标 P ′i ( x ′i,y ′i )，
i=1，2，3…n，n 为随机场单元数目。

2）在标准正态空间下采用拉丁超立方抽样

表 1　各向异性自相关函数

Table 1　Anisotropic autocorrelation functions

类型

各向

同性

横观各

向异性

旋转各

向异性

一般各

向异性

一般旋

转各向

异性

组合型

指数型自相关函数

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê - 2 ( dx + dy

δ ) ùûúúúú
ρ (dx,dy)= exp

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê

- 2 ( dx

δx′
+

dy

δy′ ) ùûúúúúúú
ρ (dx,dy)= exp

é

ë

ê
ê
êê
ê
ê

- 2 (|||||| dx cos α + dy sin α
δx′

|

|

|
||
|+

|

|

|
||
|
|
| dy cos α - dx sin α

δy′

|

|

|
||
|
|
| ) ùûúúúúúú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê
ê
êê
ê
ê

- 2 (|||||| dx - dy cot β
δx′

|

|

|
||
|+

|

|

|
||
|
|
| dy /sin β

δy′

|

|

|
||
|
|
| ) ùûúúúúúú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
- 2 (|||||||| ( )dy cos α - dx sin α /sin β

δy′

|

|

|

|
||
|

|
+

|

|

|

|
||
|
| ( )dx sin ( )α + β - dy cos ( )α + β /sin β

δx′

|

|

|

|
||
|
| ) ù
û

ú

ú
úú
ú

ú

以上不同类型的组合

平方根指数型自相关函数

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê

- 2
dx

2 + dy
2

δ

ù

û

ú

úú
ú
ú

ú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
- 2 dx

2

δ 2
x ′

+
dy

2

δ 2
y′

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
- 2 ×

( )dx cos α + dy sin α
δx′

2

+ ( )dy cos α - dx sin α
δy′

2 ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
- 2 ( )dx - dy cot β

δx′

2

+ ( )dy /sin β
δy′

2 ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ρ (dx,dy)= exp
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê
- 2×

( )dy cos α- dx sin α
δy′ sin β

2

+( )dx sin ( )α+ β - dy cos ( )α+ β
δx′ sin β

2 ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

以上不同类型的组合

（a） 各向同性

（d） 一般各向异性

（b） 横观各向异性

（e） 一般旋转各向异性

（c） 旋转各向异性

图 3　指数型和平方根指数型自相关函数形式下的波动范围 δθ随方向角的变化

Fig. 3　Scales of fluctuation δθ of exponential and square-root exponential auto-correlation function
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（LHS）生成一组独立随机样本 ξ，并重构成 n × 2 的

矩阵 ξ=[ ξ c = (ξ c,1⋯ξ c,n) T
,ξφ = (ξφ,1⋯ξφ,n) T

]。
3）对互相关系数矩阵 ρ r

c,φ 进行乔列斯基分解

L 1 LT
1 = ρ r

c,φ 得到 L 1，相关标准正态随机样本矩阵

ξ D = ξLT
1 =[ ξ D

c = ( ξ D
c,1⋯ξ D

c,n) T
,ξ D

φ = ( ξ D
φ,1⋯ξ D

φ,n) T
]。

4）用目标各向异性随机场单元的中心点斜坐

标 P ′替代直角坐标代入理论自相关函数中,得到表

1 中的各向异性自相关函数，计算得出不同点之间

的自相关系数，构成自相关矩阵 C。

C=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú          1          ⋯    ρ ( )dx1,j
,dy1,j

    ⋯     ρ ( )dx1,n
,dy1,n

          ⋮          ⋱            ⋮           ⋮               ⋮
ρ ( )dx1,j

,dy1,j
  ⋯             1             ⋯     ρ ( )dxi,n

,dyi,n

           ⋮         ⋮           ⋮            ⋱             ⋮
ρ ( )dx1,n

,dy1,n
  ⋯   ρ ( )dxi,n

,dyi,n
                      1

（2）
值得注意的是，转换坐标系并不会改变实际不

同两点之间的自相关性。

5）对自相关系数矩阵 C 进行乔列斯基分解

（L 2 LT
2 = C）得到 L 2，左乘矩阵 ξ D 得到 n×2 的相关

标准高斯参数随机场。

χ G
R ( x ′,y ′)= χ G

R ( x,y)= L 2ξ D = L 2ξLT
1 ,R = c,φ  （3）

6）将标准相关高斯参数随机场 χ G
R ( x,y)经等概

率变换 [24]为相关对数正态参数随机场 χ LN
c,φ ( x,y)，具

体变换为

χ LN
R ( x,y)= exp ( μ ln R + σ ln R χ G

R ( x,y) ),R = c,φ  （4）

式中：μ ln R 和 σ ln R 为高斯参数随机场 ln c、ln φ 的均值

和标准差。

至此，完成了相关对数正态各向异性参数随机

场。以上步骤重复 N 次，可以得到 N 个各向异性随

机场样本。

利用上述方法，得到旋转各向异性、一般各向

异性和一般旋转各向异性参数随机场。随机场模

拟的结果如图 4 所示。

为了验证基于坐标转换的乔列斯基分解技术，

需对模拟的随机场样本（图 4）进行精度分析。由于

给定两点处的参数值之间的自相关系数理论值本

质上由波动范围决定，因此，可以通过对比其理论

值和模拟值来分析随机场的精度。此外，引入波动

范围还可以实现随机场任意方向角 θ 上的精度分

析。图 5 比较了某黏聚力波动范围 δθ 的模拟包络线

（基于 1 000 次随机场实现）和理论包络线。图中包

络线十分吻合，表明基于坐标转换的乔列斯基分解

技术适用于非横观各向异性参数随机场的模拟，并

且可以较高精度地离散随机场。

2　边坡可靠度分析随机有限差分计

算框架

2. 1　随机有限差分法

随机有限差分方法（Random Finite Difference 
Method，RFDM）是对生成的 N 个边坡随机场样本

进 行 蒙 特 卡 洛 模 拟（Monte Carlo Simulation，
MCS），即进行 N 次边坡稳定确定性分析，并得到 N

个边坡安全系数 Fs 值。如要更为准确地估计边坡

失效概率，需执行大量的边坡稳定有限差分确定性

分析，这无疑会大大加重计算负担和降低计算效

率。鉴于此，采取类似文献 [25-26]的做法，通过观

测随机分析统计量（如安全系数均值 μFs 和标准差

σFs）的收敛情况来确定随机有限差分中的确定性分

析次数。如图 6 所示，安全系数的均值 μFs 和标准差

σFs 会随蒙特卡洛模拟次数 N 的增加而趋于稳定，一

般最多执行 1 000 次有限差分确定性分析就可以获

得稳定的边坡安全系数 Fs 分布。根据文献 [7,27]，
边坡安全系数一般服从正态或对数正态的概率分

（a） 旋转各向异性（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、α=45º）

（b） 一般各向异性（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、β=45º）

（c） 一般旋转各向异性（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、α=30º、β=45º）

图 4　基于坐标转换的三种各向异性随机场的一次典型实现

Fig. 4　One typical realization for each among three 
patterns of anisotropic random field based on coordinate 

transformation
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布，故对边坡安全系数进行正态和对数正态分布类

型的 K-S 检验。之后，将 μFs、σFs 代入最可能分布类

型的累积分布函数（Cumulative Distribtuion Function，
CDF）来构建相应具体的累积分布函数表达式，从

而求出 Fs<1 区域的累积分布 PFS < 1，即边坡失效概

率 P f，计算式为

P f = PFS < 1 = Φ ( μFs,σFs,F s = 1) （5）
式中：Φ 为累积分布函数。

2. 2　应变聚类边坡临界滑面搜索算法

对于基于数值模拟的边坡临界滑面的搜索，目

前存在单元表征和滑面位置刻画这两类方式。单

元表征是基于塑性剪切带来刻画滑面的大致范

围 [28-30]，而滑面位置刻画则可以基于应变信息精确

识别边坡临界滑面 [31]，故常用于边坡临界滑面搜索

中 [32-34]。但是，这类传统方法无法搜索多重临界滑

面。因此，引入应变聚类的方法来实现。

应变聚类是对土体应变信息进行聚类分析，将

附带应变信息的离散土体单元“聚”成剪切带和非

剪切带两类区域。聚类分析是一种无监督学习过

程，可以自动确定和标记数据类别。由于 K 均值聚

类算法具有模型稳健、迭代速度快、适用于大样本

量集合等特点，选用该算法执行聚类分析。图 7 展

示了采用 K 均值聚类算法对二维空间中若干点的

坐标属性聚为两类的分析结果。

将聚类分析与传统应变信息滑面搜索算法结

合构成应变聚类边坡临界滑面搜索算法，算法流程

如下：

1）根据有限差分强度折减法的数值计算结果，

获取边坡临界状态下土体单元剪切应变增量的空

间分布，并对附带该信息的土体单元编号。

2）聚类数目设定为 2，采用 K 均值聚类分析算

法，对附着在单元上的剪切应变增量进行聚类分

析。聚类结果通过单元编号一一映射到空间中相

应的土体单元，则自然地将附带应变信息的土体单

元划分成了剪切带单元和非剪切带单元。通过统

计比较，确定土体单元数目较少的聚类区域为边坡

图 7　K均值聚类分析示例

Fig. 7　A simple case of K-means clustering analysis

图 6　边坡安全系数均值和标准差随蒙特卡洛模拟次数N的

变化

Fig. 6　Mean and standard deviation of slope factor of 
safety varying with the number of MCSs

（a） 旋转各向异性（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、α=45º）

（b） 一般各向异性（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、β=45º）

（c） 一般旋转各向异性

（δx ′ =10 m、δy ′ =4 m、α=30º、β=45º）

图 5　波动范围 δθ的随机场模拟包络线和理论包络线比较

Fig. 5　The comparation between the random-filed-

simulated and the theoretical envelope curve of scale of 
fluctuation δθ
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剪切带。值得注意的是，由于聚类分析具备自动对

特征量进行分类的功能，因此，可以识别出多条可

归属于剪切单元聚类的滑带。这一优点是传统应

变信息滑面搜索算法所不具备的。

3）构建若干条穿越剪切带的虚拟垂线，将剪切

带内部附带最大剪切应变增量的土体单元选择为

剪切带在该虚拟垂线上的临界单元（图 8（a））。

4）将一个剪切带内部所有临界单元的中心点坐

标连接起来，形成一条非圆弧的临界滑面（图 8（a））。

5）如果边坡存在多条剪切带（图 8（b）），则依次

重复步骤 3）和 4）直到每一条剪切带内部所有临界

单元的中心点坐标都连接完毕并形成相应的非圆

弧临界滑面。考虑到边坡岩土体物理、力学性质普

遍存在空间变异性，故边坡临界滑面本质上具有复

杂形态的折线。滑面搜索算法未对滑面进行圆弧

化拟合，保留了边坡滑面最真实的形态。这也为日

后空间变异性边坡的加固和优化设计提供了最为

可靠、真实的滑面资料。

从图 9 可知，应变聚类边坡临界滑面搜索算法

可以很好地完成简单和复杂形态滑面的搜索任务，

由此确定的临界滑面位置与剪切带中附有最大应

变信息的塑性单元位置吻合度高。

2. 3　计算框架流程

图 10 为各向异性空间变异性边坡可靠度分析

随机有限差分方法的计算流程，其中有限差分分析

模块的批处理计算流程如图 11 所示。

3　边坡模型

采用文献 [35]中的摩擦/黏性边坡算例验证所

提方法。如图 12 所示，边坡坡高 10 m、长 30 m、底

厚 5 m，被离散成 3 780 个 8 节点立方体单元和 60 个

6 节点楔形体单元，单元边长为 0. 25 m。采用对数

正态随机场来刻画土体抗剪强度参数（黏聚力 c 和

内摩擦角 φ）的空间变异性。由于侧重于研究抗剪

强度参数空间变异性对边坡稳定性的影响，因此，

其他如重度、泊松比和弹性模量等小变异性参数 [36]

均视为常量。边坡土体的确定性参数及随机场参

数 [35]见表 2。
基于 FLAC3D 有限差分强度折减法计算边坡安

全系数为 1. 195，这与 Cho[35]、Jiang 等 [37]和 Li 等 [38]采

用简化毕肖普法得出的 1. 204、1. 206 和 1. 208 基本

吻合，且误差在 Ducan[39]推荐的±6% 以内，说明有

限差分强度折减法可以获得可靠的边坡安全系数。

（a） 单重临界滑面

（b） 多重临界滑面

图 8　应变聚类边坡临界滑面搜索算法

Fig. 8　Strain-clustering-based slope critical slip surface 
searching algorithm

（a） 单重临界滑面（均质边坡）

（b） 多重临界滑面（空间变异性边坡）

图 9　不同滑面搜索方法的对比

Fig. 9　The comparation among various slip surface 
searching methods

表 2　边坡土体参数

Table 2　Slope soil parameters

对数正态随机场参数

均值

黏聚力 c/kPa
10

内摩擦角 φ/（°）
30

变异系数

COVc

0. 3
COVφ

0. 2

波动范围

δh/m
40

δv/m
4

互相关系数

ρc,φ

-0. 5

确定性参数

弹性模量 E/MPa

100

重度 γ/（kN/m3）

20

泊松比 υ

0. 3
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4　边坡可靠度分析

以一般各向异性空间变异性为研究类型，从波

动范围方向结构、互相关系数、变异系数和波动范

围等方面系统地探讨各向异性空间变异性对边坡

可靠度的影响。根据最大波动范围方向可将一般

各向异性空间变异性的波动范围方向结构分为水

平向（θ GA
δmax = 0° 和 θ GA

δmin = β）和非水平向（θ GA
δmax = β 和

θ GA
δmin = 0°）。以水平结构和非水平结构提法分别代

表这两类波动范围方向结构，并简记为 θ GA
δmin = β

和 θ GA
δmax = β。

4. 1　波动范围方向结构的影响

将一般各向异性空间变异性的波动范围方向

结构与各向同性、横观各向异性和旋转各向异性的

结构进行了对比分析。为便于对比，互相关系数

ρc,φ 暂时取 0，其他参数如表 2 所列。

4. 1. 1　水平结构

图 13 展示了 θ GA
δmin 的变化对边坡可靠度的影响，

其中 θ GA
δmin = 90° 也代表横观各向异性。由图 13 可以

看出，θ GA
δmin 的变化显著影响边坡可靠度，P f 的最大值

（8. 56%，θ GA
δmin = 90°）为 最 小 值（1. 25%，θ GA

δmin = 15°）

图 13　一般各向异性空间变异性水平结构对边坡可靠度的

影响

Fig. 13　The influence of horizontal structure of general 
anisotropic spatial variability on slope reliability

图 12　边坡有限差分模型

Fig. 12　Slope finite difference model

图 10　各向异性空间变异性边坡可靠度分析随机有限差分计算框架

Fig. 10　Random finite difference calculation framework for reliability analysis on anisotropic-spatially variable slope

图 11　FLAC3D环境下的边坡稳定性有限差分批处理计算

流程图

Fig. 11　Flowchart of finite difference batch calculation of 
slope stability in FLAC3D environment
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的 7 倍。其中，P fmin 略高于 δmax = δmin = 4 m 下的失

效概率（1%），而 P fmax 大约只有 δmax = δmin = 40 m 下

失效概率（18%）的一半，说明采用各向同性随机场

会在较大的波动范围内高估边坡的失效概率，而只

适用于较小波动范围个别情况（如 θ GA
δmin = 15°）。因

此，各向同性随机场不适用于实际边坡的可靠度分

析。从图中还能看出，水平结构下 P f 曲线以 θ GA
δmin =

90° 为轴呈对称分布形态，如 P f60° ≈ P f120°（7. 54%≈
7. 57%）。

图 14 为不同 θ GA
δmin 下的边坡安全系数概率密度函

数（PDF）曲 线 。 可 以 看 出 ，当 θ GA
δmin = 15°~90° 时

PDF 曲线趋向矮胖型，而 θ GA
δmin = 90°~165°时 PDF 趋

向高瘦型。其中，曲线越缓表明在某次随机场实现

中沿深度方向上越多土体单元在强度上存在着强

自相关性，即土体强度参数的变异性越低，进而提

高了低强度均质区域的出现概率，意味着失效概率

增加。此外，任一对称工况（如 θ GA
δmin = 60° 和 120°）下

安全系数的均值 μFs 和标准差 σFs 的分布都几乎一

致，这意味着对称工况下土体强度参数的空间变异

性程度基本一致，这才是失效概率对称性出现的根

本原因。

图 15 为边坡失稳模式比例及相应潜在滑移体

积前二阶统计矩随 θ GA
δmin

变化的情况。如图 15（a）所

示，中层失稳模式为水平结构下的边坡主控失稳模

式。对于潜在滑移体积均值 μV 而言，其次序为深层>
中层>多滑面>浅层失稳（图 15（b）），而标准差 σV

的次序为浅层 > 多滑面 > 深层 > 中层失稳（图

15（c））。

4. 1. 2　非水平结构

图 16 展示了 θ GA
δmax 的变化对边坡可靠度的影响。

可以看出，除个别情况下（θ GA
δmax = 15° 和 165°），各向

同性随机场在较大和较小的波动范围内分别高估

和低估了各向异性空间变异性边坡失效概率 P f。

当考虑土层方向（θ GA
δmax ≠ 0°）时，与一般各向异性空

间变异性非水平结构（P f 变化值为 0. 3%~18%）相

比 ，旋 转 各 向 异 性 空 间 变 异 性（P f 变 化 值 为

图 14　不同 θ GA
δmin

值下的边坡安全系数 PDF曲线

Fig. 14　The PDF curves of factor of safety for various θ GA
δmin

 

values

（a） 比例

（b） 潜在滑移体积均值

（c） 潜在滑移体积标准差

图 15　不同 θ GA
δmin

下的边坡失稳模式比例及相应潜在滑移

体积均值和标准差

Fig. 15　The proportion of slope failure modes and 
associated statistics of mean and standard deviation of 

potential slip mass volume for various θ GA
δmin

 values

图 16　一般各向异性空间变异性非水平结构对边坡可靠度

的影响

Fig. 16　The influence of non-horizontal structure of 
general anisotropic spatial variability on slope reliability
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3. 53%~19. 8%）会高估边坡失效概率 1~31. 1 倍。

这是因为旋转各向异性的波动范围始终正交而不

考虑交错角 β，因此其具有的空间变异性程度较非

水平结构（考虑交错角 β，此时 θ GA
δmax = β）要小，进而

导致失效概率增加。而在实际情况中，对于非水平

层状岩土体，波动范围是否像水平层状岩土体中那

样也保持正交则无实测数据和相应研究验证。因

此，对于非水平层状边坡的可靠度分析，有必要考

虑一般各向异性空间变异性非水平结构的影响。

与旋转各向异性空间变异性一样，一般各向异性空

间变异性非水平结构在 θ GA
δmax = 150°（土层倾角 30°，

出露于坡面的外倾产状）时对边坡可靠度影响最大

（P f150° = 0. 18）。

图 17 为不同 θ GA
δmax 下的边坡安全系数概率密度函

数（PDF）曲线。由图 17 可以看出，当 θ GA
δmax = 150°

时，安全系数 PDF 曲线最为矮胖且 Fs<1 的面积最

大，相应失效概率也最大（P f150° = 18. 0%）。这可能

是因为：1）据文献 [18, 31]，土体参数的某一方向自

相关性越强，在该方向范围内土体参数空间变异性

程度越低进而相应的低强度均质区域越多，而不同

随机场实现间的土体强度参数全局均值的变异性

越大，进而 Fs<1 的样本越多（即 P f 增加），这间接表

明当 θ GA
δmax = 150°时边坡土体强度参数的自相关性较

高（即空间变异性程度较低）；2）θ GA
δmax = 150° 代表了

土层外倾于坡面，这为滑体向坡外滑动提供了十分

有利的临空面条件，因此边坡更容易失稳。前者是

土体内在的力学因素，后者是其外在的几何因素，

二者共同作用导致 θ GA
δmax = 150°时边坡可靠度最低。

图 18 为边坡失稳模式比例及相应潜在滑移体

积前二阶统计矩随 θ GA
δmax 变化的情况。注意，图中无

相应线条代表该失稳模式在某一 θ GA
δmax 值下的比例为

0。中层失稳模式为非水平结构中的主控失稳模式

且其比例远高于其他模式（图 18（a））。除浅层失

稳，其他失稳模式（随机场样本比例之和大于 0. 6）
的 μV 和 σV 均在 θ GA

δmax = 150° 取得最大值（图 18（a）、

（b）），这也证明当波动范围方向角为 150°时边坡失

稳的后果最严重。

4. 2　互相关系数的影响

图 19 为抗剪强度参数（黏聚力 c 和内摩擦角 φ）

之间的相关性对边坡可靠度的影响。其中，互相关

系数 ρ c,φ 范围为[-0. 7,0. 5]，与文献[26]一致。可以

看出，相比横观各向异性的 P f 变化值（如蒋水华 [40]

采用的 P f =[ 4. 9 × 10-3,0. 12 ]），考虑一般各向异

性非水平结构的互相关系数 ρ c,φ 会将边坡失效概率

放大 2~3 倍（P f=[1. 3×10-2,0. 283]）。Fenton 等 [41]

图 17　一般各向异性空间变异性非水平结构下不同 θ GA
δmax 值

的边坡安全系数 PDF曲线

Fig. 17　The PDF curves of factor of safety for various 
θ GA
δmaxvalues of non-horizontal structure of general anisotropy

（a） 比例

（b） 潜在滑移体均值

（c） 潜在滑移体积标准差

图 18　不同 θ GA
δmax 下的边坡失稳模式比例及相应潜在滑

移体积均值和标准差

Fig. 18　The proportion of slope failure modes and 
associated statistics of mean and standard deviation of 

potential slip mass volume for various θ GA
δmax values
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将这种变化解释为：较强的负互相关性会降低土体

的抗剪强度方差，进而导致安全系数方差也降低而

其均值基本不变，故出现低水平失效概率 P f。

图 20 为不同 ρc,φ 的概率密度函数 PDF 曲线。

随着 ρ c,φ 不断增大，PDF 曲线越为矮胖，即 Fs 均值

μFs 不断降低而标准差 σFs 持续增加，导致 Fs<1 的面

积也不断扩大，相应的失效概率 P f 持续增加。

图 21 为一般各向异性非水平结构中边坡失稳

模式比例及相应潜在滑移体积前二阶统计矩随 ρc,φ

变化的情况。由图 21 可以看出，ρc,φ 对边坡失稳模

式比例及次序影响很小，中层失稳仍为主控破坏模

式且其比例要远高于其他失稳模式（图 21（a））。值

得注意的是，深层失稳的 μV 在任一互相关性水平下

都大于 80 m3/m；这意味着边坡中一旦发生深层滑

动，巨大的滑体及影响范围将是普遍性的存在（图

21（b））。

4. 3　波动范围的影响

图 22为波动范围变化（δmax=[10 m, 60 m]、δmin=
[1 m, 6 m]）对边坡可靠度的影响。可以看出，失效

概率 P f 随 δmax 变化的规律与蒋水华 [40]考虑横观各向

异性空间变异性的 P f 变化规律基本一致。但实际

情况下土层参数空间变异性可能表现为非水平层

状，因此，横观各向异性的边坡失效概率 P f 可能会

被低估为本文结果的 1/4~1/2。图 22（b）中，P f 从

δmin=1 m 时的 1. 6×10-2显著增加至 δmin=6 m 时的

7. 2×10-2，这是横观各向异性下 P f 变化值的 2~50
倍。此外，也远远高于 δmax 对边坡可靠度的影响（图

22（a）），这与文献[37, 42-43]的结论一致。

图 23 为不同 δmax 和 δmin 的概率密度函数 PDF 曲

线。图 23（a）中，随着最大波动范围增加，均值几乎

不变而标准差小幅增长。这是因为该方向上的土

体参数自相关性随着 δmax 增加只略微加强，从而不

同随机场间的土体参数全局均值的变异性小幅增

加，相应安全系数 Fs的方差也小幅扩大，故高估 δmax

只会略微高估失效概率 P f。图 23（b）中，随着 δmin 增

加，相应 PDF 曲线更为矮胖。这是因为此时最小波

图 20　一般各向异性非水平结构下不同 ρ c,φ值的边坡安全

系数 PDF曲线

Fig. 20　The PDF curves of factor of safety for various ρ c,φ 

values of non-horizontal structure of general anisotropy

图 19　互相关系数 ρ c,φ对边坡可靠度的影响

Fig. 19　The influence of cross-correlation coefficient ρ c,φ 

on slope reliability

（a） 比例

（b） 潜在滑移体积均值

（c） 潜在滑移体积标准差

图 21　不同 ρ c,φ下的边坡失稳模式比例及相应潜在滑移体

积均值和标准差

Fig. 21　The proportion of slope failure modes and 
associated statistics of mean and standard deviation of 

potential slip mass volume for various ρ c,φ values

70



第  4 期 明思成，等：考虑各向异性空间变异性的边坡可靠度分析

动范围方向上的土体参数自相关性显著加强。这

会显著降低空间变异性程度，从而导致边坡更容易

失稳。此外，不同随机场间的土体参数均值的变异

性会显著增加，故高估 δmin 将明显高估失效概率 P f。

4. 4　变异系数的影响

图 24 为抗剪强度参数的变异系数变化对边坡

可靠度的影响 ，根据文献 [40]，黏聚力变异系数

COVc 取 [0. 2, 0. 7]，内 摩 擦 角 变 异 系 数 COVφ 取

[0. 05, 0. 2]。如图 24（a）所示，在 COVc的变化范围

内，一般各向异性非水平结构的 P f 是横观各向异性

P f 变化值的 2. 5~3. 2 倍。这表明，相比于横观各向

异性，在一般各向异性非水平结构中，COVc对边坡

可 靠 度 的 影 响 更 为 显 著 。 如 图 24（b）所 示 ，当

COVφ =0. 05 时，一般各向异性非水平结构下的 P f

（8. 3 × 10-3）竟 是 横 观 各 向 异 性 下 的 P f（1. 29 ×
10-5）的 643 倍。这说明在低内摩擦角变异系数下，

选择合适的土体参数空间变异性类型有助于避免

出现极端失真的边坡可靠度分析结果。

图 25 绘制了不同 COVc和 COVφ的概率密度函

数 PDF 曲线。如图 25（a）所示，随着 COVc增大，相

应的 PDF 曲线越为矮胖并往左偏移，失效概率 P f 明

显增大。这是因为，COVc 越大而 COVφ 保持不变，

则土体的总抗剪强度方差也越大，相应的安全系数

方差越大而均值越小。如图 25（b）所示，随着 COVφ

增大，均值 μFs 略微减小且标准差 σFs 增大，其根本原

因与 COVc变化的原因一致。

（a） 不同 δmax 值

（b） 不同 δmin 值

图 23　一般各向异性非水平结构下不同波动范围的边坡

安全系数 PDF曲线

Fig. 23　The PDF curves of factor of safety for various 
scales of fluctuation of non-horizontal structure of general 

anisotropy

（a） 最大波动范围

（b） 最小波动范围

图 22　波动范围对边坡可靠度的影响

Fig. 22　The influence of scale of fluctuation on slope 
reliability

（a） 黏聚力变异系数 COVc

（b） 内摩擦角变异系数 COVφ

图 24　变异系数 COV对边坡可靠度的影响

Fig. 24　The influence of coefficient of variation COV 
on slope reliability
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5　结论

建立了各向异性空间变异性的边坡可靠度分

析随机有限差分计算框架，将笛卡儿坐标系与斜坐

标系间的转换关系有机地嵌入乔列斯基分解技术

中来模拟和生成各向异性随机场。提出一种新的

滑面刻画方法，即应变聚类边坡临界滑面搜索算

法。利用随机有限差分计算框架进行了土体多参

数一般各向异性空间变异性下的边坡可靠度分析。

主要结论如下：

1）各向异性空间变异边坡可靠度分析随机有

限差分计算框架实现了各类各向异性空间变异性

描述、复杂滑面精确搜寻和边坡可靠度计算的一体

化分析。

2）基于坐标转换的乔列斯基分解技术可以有

效地刻画土体参数空间变异性的非横观各向异性

特征并高精度地离散相应随机场。

3）提出的应变聚类边坡临界滑面搜索算法适

用于空间变异性边坡中精确地搜索单一或多重临

界滑面。

4）以一般各向异性空间变异性为参考，分析土

体参数空间变异性类型对边坡可靠度的影响发现，

考虑旋转各向异性会明显高估边坡失效概率，而考

虑横观各向异性则会极大地低估边坡失效概率，最

严重时可低估为实际失效概率的 1/643；相比各向

异性空间变异性，各向同性会在较大和较小的波动

范围下分别高估和低估边坡失效概率，较小波动范

围的各向同性随机场只适用于个别情况下（如

θ GA
δmin = 15°）的可靠度分析。

5）波动范围方向结构对边坡可靠度的影响显

著。对于水平结构而言，最小波动范围方向角取 90°
时，边坡失效概率最大；而对于非水平结构而言，

θ GA
δmax = 150°时，边坡失效概率最大。

6）对于考虑的一般各向异性空间变异性边坡

而言，失稳模式比例为中层>浅层>深层>多滑面

失稳，主控失稳模式为中层失稳。虽然深层和多滑

面失稳为小比例失稳模式，但是其潜在滑移体积均

值和变异性远高于中层失稳，一旦失稳，造成的失

效后果将是灾难性的。
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