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基于多边凸集模型的边坡非概率可靠性分析
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摘 要：现有边坡非概率可靠度方法中，采用凸集模型描述参数不确定性，仅能建立具有规则边界

的不确定域，且其包络范围过大，针对该问题，提出一种基于多边凸集模型的边坡非概率可靠性分

析方法。根据岩土参数样本数据的区间范围，基于二次响应面法和拉丁超立方抽样构建边坡的近

似功能函数；同时建立传统区间模型和基于主成分分析方法的 PCA（principal component analysis）
区间模型，结合这两种模型构建多边凸集模型；采用 HL-RF（Hasofer-Lind and Rackwitz-Fiessler）
迭代算法识别极限状态函数的最可能失效点，并利用单纯形优化算法寻找极值点，根据距离比的

非概率可靠性指标定义计算边坡的非概率可靠度，判断边坡的稳定性状态，通过算例分析验证了

方法的可行性。与基于区间模型和椭球模型的边坡非概率可靠度方法相比，该方法与蒙特卡罗法

的计算结果更吻合，随着抗剪强度参数变异性和相关性的增大，边坡的非概率可靠性指标减小。

采用该方法分析边坡稳定性时，其判定结果与采用不同可靠度方法得到的判定结果一致。
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Non-probabilistic reliability analysis of slope based on 
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Abstract: Aiming to address the limitation of current non-probabilistic reliability methods for slopes, which can 
only construct an uncertain domain with regular boundaries and a large envelope when using the convex set 
model to describe parameter uncertainty, this study proposes a novel non-probabilistic reliability analysis 
method for slopes based on the multi-convex set model. The approximate performance function of the slope is 
formulated by the quadratic response surface method in conjunction with Latin hypercube sampling. 
Furthermore, both the traditional interval model and the PCA (principal component analysis) -based interval 
model are established. By integrating these two models, a multi-convex set model is constructed. The HL-RF 
(Hasofer-Lind and Rackwitz-Fiessler) iterative algorithm is employed to identify the most probable failure point 
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of the limit state function, while the simplex optimization algorithm is utilized to locate the extreme point. Based 
on the definition of the non-probabilistic reliability index as a distance ratio, the non-probabilistic reliability of 
the slope is calculated, and its stability status is assessed accordingly. The feasibility of the proposed method is 
validated through case studies. Compared with non-probabilistic reliability methods for slopes based on the 
interval and ellipsoid model, the results obtained by the presented method exhibit greater consistency with those 
derived from the Monte Carlo method. As the variability and correlation of shear strength parameters increase, 
the non-probabilistic reliability index of the slope decreases. When applied to slope stability analysis, the 
judgment outcomes align well with those obtained via various reliability approaches.
Keywords: slope； non-probabilistic reliability； multilateral convex set model； correlation； variability

边坡稳定性分析是岩土工程领域的一个重要

研究内容，对预防滑坡灾害和保障人民生命财产安

全具有重要意义。基于概率理论的可靠度方法 [1-5]

能考虑边坡工程中的不确定性因素，但需要较多的

信息来假设参数的概率分布类型，某些情况下参数

可以服从几种概率分布，而边坡可靠度计算结果易

受参数概率分布形式变化的影响，因而一定程度上

造成了分析结果的不确定性 [6-7]。非概率可靠度方

法作为度量不确定性的一种方法，无需假设参数的

概率分布类型，根据较少的信息就能评估结构的稳

定性状态，近年来正逐渐被引入边坡工程。于生飞

等 [8]将极限平衡法与区间数学理论相结合，通过计

算边坡的最小安全系数区间，求解边坡的非概率可

靠性指标。韩孝峰等 [9]根据岩土参数的分布区间构

建椭球模型，通过迭代算法求解边坡的非概率可靠

性指标。鄢好 [10]以椭球模型为基础，针对功能函数

为隐式函数的边坡，提出了基于极限学习机模型的

非概率可靠度分析方法，并通过黄土坡的算例验证

了该方法的可行性。区间模型、椭球模型均为拥有

规则边界的凸集模型，然而岩土参数样本数据的空

间分布形状有时并不规则，采用规则边界模型对样

本点进行包络会导致不确定域产生大量的无样本

点存在的空白区域，引起一定的建模误差。

多边凸集模型是一种拥有不规则边界、能对所

有样本点进行紧凑包络的凸集模型，能有效减少规

则边界凸集模型产生的空白不确定域，减小建模误

差，能用于多维不确定参数的建模。曹立雄等 [11]通

过构建多边凸集模型，基于单纯形优化算法解决了

机械领域的不确定性传播问题。谢凌 [12]提出了基于

多边凸集模型的结构非概率可靠性方法，根据距离

比求解多边凸集模型的非概率可靠性指标。陈永

婧 [13]根据结构功能函数的均值和离差求解多边凸集

模型的非概率可靠性指标，并与谢凌 [12]提出的求解

方法进行了比较，认为两种方法得到的非概率可靠

性指标均能合理反映机械结构的可靠性状态。

笔者提出一种基于多边凸集模型的边坡非概

率可靠性分析方法。根据岩土参数的样本数据构

建 多 边 凸 集 模 型 ，基 于 HL-RF（Hasofer-Lind and 
Rackwitz-Fiessler）迭代算法和单纯形优化算法求解

边坡的非概率可靠性指标。通过算例分析验证方

法的可行性，进而研究岩土体抗剪强度参数的变异

性、相关性以及样本容量对边坡非概率可靠性指标

的影响规律。

1　多边凸集模型的构建

1. 1　传统区间模型

对于不确定性参数 Xi ( i= 1,2⋯n )，由空间分

布的最小值 Xi min 和最大值 Ximax 构成其分布区间

[ Ximin,Ximax ]。对于 n维不确定性参数 X=( X 1,X 2⋯ 
Xn )T，令

ì
í
î

X U = ( X 1max,X 2max⋯Xnmax )T

X L = ( X 1min,X 2min⋯Xnmin )T （1）

传统区间模型可以表示为

X={X | X L ≤ X≤ }X U （2）
在 n维空间中，区间模型表现为一个超立方体，

在二维空间中，则表现为一个矩形，如图 1 中矩形

A 1A 2A 3A 4 所示。

1. 2　PCA区间模型

PCA（principal component analysis）区间模型是

一种基于主成分分析方法 [14]产生的凸集模型。根据

图 1　3种凸集模型示意图

Fig. 1　Schematic diagram of three convex set models
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不确定性参数 Xi 的 m个样本点，可以计算其均值
-
Xi，对样本数据进行中心化处理，即

X ∗
i = Xi -

-
Xi （3）

对所有的不确定性参数进行中心化处理，得到

矩阵 X ∗ = ( X ∗
1,X ∗

2 ⋯X ∗
n )T，其协方差矩阵为

CX * = 1
n
X *X * T （4）

求解协方差矩阵 C ∗
X 的特征值和正交化的特征

向量。将求得的特征值按降序排列，对应调整特征

向量，以调整后的特征向量 P= ( p1,p2⋯pn)作为新

建模坐标空间下的正交投影基底，将中心化后的不

确定参数进行投影处理。

Y= P TX * （5）
式中：Y= (Y 1,Y 2⋯Yn )T 为投影后的参数。

根据参数Yi ( i= 1,2⋯n )的m个样本数据可以

得到其在新坐标系下的分布区间 [Yimin,Yimax ]，令
ì
í
î

Y U = (Y 1max,Y 2max⋯Ynmax )T

Y L = (Y 1min ,Y 2min⋯Ynmin )T （6）

以调整后的特征向量为参数坐标系，建立 PCA
区间模型

Y={ }Y | Y L ≤ Y≤ Y U,Y= P T ( X--
X ) （7）

在 n维空间中，PCA 区间模型表现为一个超立

方体，在二维空间中，则表现为一个矩形，如图 1 中

矩形 B 1B 2B 3B 4 所示。从图 1 中可以看出，当不确定

性参数存在相关性时，PCA 区间模型代表的不确定

域比传统区间模型紧凑，但其 4 个角处于传统区间

模型之外，导致 PCA 区间模型产生新的建模误差。

1. 3　多边凸集模型

为弥补 PCA 区间模型的上述不足，取其与传统

区间模型的交集构建多边凸集模型 [11-13]

X={X | X L ≤ X≤ X U ∩Y L ≤ P T ( X--
X ) ≤ }Y U

（8）
在 n维空间中，多边凸集模型表现为一个不规

则多面体，在二维空间中，则表现为一个多边形，如

图 1 中的多边形 C 1C 2C 3C 4C 5C 6C 7C 8 所示。与传统

区间模型和 PCA 区间模型相比，多边凸集模型所提

供的不确定域最紧凑，且能够包络所有的样本点，

能更好地描述参数的不确定性信息，基于该模型进

行非概率可靠度分析更为合理。

2　基于多边凸集模型的非概率可靠

度方法

用 G ( X )= G ( X 1,X 2⋯Xn ) 表示边坡的功能函

数。先借助传统非概率可靠性指标的几何定义构

造优化问题，非概率可靠性指标 η为空间坐标系原

点 O '（样 本 数 据 中 心 点）到 极 限 状 态 面 的 最 短

距离 [15]。

ì
í
î

η= min (  X )
s.t. G ( X )= 0

（9）

式中： 为二范数；s. t. 为约束条件。

采用 HL-RF 迭代算法 [16-18]进行求解

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

η( k ) = G ( X ( k ) )-( ∇G ( X ( k ) ) )TX ( k )

 ∇G ( X ( k ) )

X ( k+ 1 ) = -η( k ) ∇G ( X ( k ) )
 ∇G ( X ( k ) )

（10）

式中 ∇G表示 G ( X )相对于不确定性参数 X的梯度

向量。

令 F点为迭代寻求到的最可能失效点，其坐标

为 X F ( X 1
F,X 2

F⋯Xn
F )。将极限状态函数在 F点处

进行一阶泰勒展开

G ( X )≈ GF ( X )= G ( X F )+

∑
i= 1

n ∂G ( X F )
∂Xi

( Xi - Xi
F ) （11）

当GF ( X )在坐标空间中进行序列取值时，可求

得其与多边凸集模型不确定域的第一个交点 D（如

图 2 所示）。根据凸集相关理论，D点坐标的求解可

以转化为目标函数在线性约束条件下的极值点寻

优，引入单纯形优化算法 [11,19]进行求解

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min         GF ( X )

s.t. ìí
î

X L ≤ X≤ X U

Y L ≤ P T ( X--
X ) ≤ Y U

（12）

式中约束条件由多边凸集模型的边界构成。

求得极值点 D的坐标后，计算二范数下 D点与

样本中心点 O ' 的距离 O 'D 。构造方向向量 O 'D，

求解 O 'D与近似极限状态函数的交点 E，计算基于

二范数下 E点与样本中心点 O ' 之间的距离 O 'E 。

根据文献 [12-13]，多边凸集模型的非概率可靠性指

图 2　多边凸集模型非概率可靠性指标的求解

Fig. 2　Solution for non-probabilistic reliability index of
the multi-convex set model
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标可表示为  O 'E 与 O 'D 的比值

η' = sgn (G (O′) ) ⋅
 O 'E
 O 'D

（13）

式 中 ：sgn 为 符 号 函 数 ，当 G (O ' )> 0，返 回 1；当

G (O ' ) < 0，返回-1。

3　基于多边凸集模型的边坡非概率

可靠性分析方法

边坡非概率可靠性分析方法具体步骤如下，分

析流程见图 3。

1）根据岩土参数的原始样本数据，统计各参数

的分布区间。在上述区间范围内对参数进行拉丁

超立方抽样，得到构建响应面函数所需的若干组抽

样样本。用极限平衡法计算各组抽样样本对应的

边坡安全系数，利用二次响应面法 [20]构建边坡的近

似功能函数。

2）采用多边凸集模型的构建方法，基于原始样

本数据构建传统区间模型和 PCA 区间模型。取两

个模型的交集，构建多边凸集模型。

3）通过 HL-RF 迭代算法寻找边坡极限状态方

程的最可能失效点，在该点处将功能函数进行一阶

泰勒展开。利用单纯形优化算法求解极值点D。构

造方向向量 O 'D，得到其与近似极限状态方程的交

点 E。依据式（13），通过计算距离比求解边坡的非

概率可靠性指标。

4）根据边坡非概率可靠性指标的数值，判断边

坡的稳定性状态。当 η′> 1 时，参数不确定域远离

失效域，边坡安全可靠；当-1 < η′< 1 时，部分参数

不确定域位于失效域内，边坡有一定的失效可能

性；当 η′< -1 时，参数不确定域均处于失效域内，

边坡完全失稳。

4　算例分析

4. 1　算例 1
以文献 [21]中的均质边坡为研究对象，坡高

10 m，坡高比为 1∶2，边坡几何模型如图 4 所示。边

坡 岩 土 体 的 重 度 γ= 20 kN/m3，弹 性 模 量 E=
1. 5 × 106 kPa，泊松比 v= 0. 30，黏聚力及内摩擦角

的样本数据见表 1。

表 1 中，黏聚力的分布范围为[11. 70,17. 70]（单

位：kPa），内摩擦角的分布范围为[17. 21,25. 60]（单

位：（°））。基于极限平衡法（Bishop 法）和二次响应

面法构建边坡的近似功能函数，再根据表 1 中的样

本数据，构建多边凸集模型。基于 HL-RF 迭代算法

和单纯形优化算法求解得到边坡的非概率可靠性

指标为 2. 15，其数值大于 1，表明边坡处于稳定

状态。

根据表 1 中抗剪强度参数的统计特征（均值、标

准差和相关系数等），同时采用概率可靠度方法中

的蒙特卡罗法进行计算。在参数符合正态分布的

情况下，经过 100 万次模拟，边坡的失效概率为 0，可
靠性指标为 7. 02，表示边坡不会发生失稳。这与采

图 3　基于多边凸集模型的边坡非概率可靠度分析流程

Fig. 3　Process of non-probabilistic reliability analysis of 
slopes based on the multi-convex set model

图 4　边坡 1的几何模型

Fig. 4　Geometric model of slope 1

表 1　边坡 1的抗剪强度参数样本数据

Table 1　Sample data of shear strength parameters
for slope 1

样本

编号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

黏聚力

c/kPa
15. 65
14. 24
15. 15
16. 79
15. 18
13. 44
13. 71
14. 75
14. 71
13. 70
15. 24
16. 90
14. 62
14. 69
11. 70

内摩擦角

φ/（°）
18. 25
19. 30
22. 12
17. 40
17. 74
21. 41
24. 34
20. 21
20. 73
19. 24
22. 72
18. 95
21. 17
18. 56
23. 68

样本

编号

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

黏聚力

c/kPa
13. 84
12. 91
14. 42
15. 79
17. 28
17. 70
14. 82
14. 52
16. 23
15. 74
16. 15
16. 17
12. 78
15. 81
14. 86

内摩擦角

φ/（°）
21. 45
19. 39
20. 46
18. 69
18. 67
17. 77
19. 79
18. 53
18. 62
20. 84
22. 26
17. 21
25. 60
22. 10
20. 38
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用本文方法计算的结果一致 ，验证了方法的可

行性。

1）抗剪强度参数的变异性对边坡非概率可靠

性指标的影响。先保持内摩擦角的变异性不变，根

据表 1 中黏聚力的均值，取 0. 1、0. 2、0. 3、0. 4 和 0. 5
这 5 种不同的变异系数，分别重新生成样本数据，并

采用本文方法、基于区间模型的边坡非概率可靠度

方法 [8]和基于椭球模型的边坡非概率可靠度方法 [9]

进行分析，计算结果见图 5。图 5 同时给出了采用蒙

特卡罗法计算得到的边坡可靠性指标。

从图 5 可以看出，随着黏聚力变异系数的增大，

边坡的非概率可靠性指标减小。其中，基于多边凸

集模型得到的边坡非概率可靠性指标最大，基于区

间模型得到的边坡非概率可靠性指标次之，基于椭

球模型得到的边坡非概率可靠性指标最小，且基于

区间模型和椭球模型得到的计算结果较为接近。

当黏聚力的变异系数为 0. 1、0. 2 和 0. 3 时，3 种非概

率可靠度方法得到的边坡非概率可靠性指标均大

于 1，表明边坡处于安全状态；根据蒙特卡罗法计算

的边坡可靠性指标，参照破坏概率与边坡稳定状态

对应关系 [22]，判断边坡处于稳定状态。需要注意的

是，当黏聚力的变异系数为 0. 4 和 0. 5 时，基于区间

模型和椭球模型得到的边坡非概率可靠性指标均

小于 1，表示边坡有失稳的可能性，而采用本文方法

得到的边坡非概率可靠性指标大于 1，表示边坡处

于稳定状态；此时由蒙特卡罗法计算得到的边坡可

靠性指标分别为 6. 06 和 4. 9，表明边坡处于安全状

态，可见，本文方法比基于区间模型和椭球模型的

边坡非概率可靠度方法更为精确。

同样地，保持黏聚力的变异性不变，根据表 1 中

内摩擦角的均值取 0. 1、0. 2、0. 3、0. 4、0. 5 这 5 种不

同的变异系数，分别重新生成样本数据，并采用本

文方法、基于区间模型和椭球模型的边坡非概率可

靠度方法进行分析，计算结果见图 6。图 6 也给出了

采用蒙特卡罗法得到的边坡可靠性指标。

由图 6 可知，随着内摩擦角变异系数的增大，边

坡的非概率可靠性指标减小。当内摩擦角的变异

系数为 0. 1~0. 3 时，本文方法得到的边坡非概率可

靠性指标最大，基于椭球模型得到的边坡非概率可

靠性指标最小。当内摩擦角的变异系数为 0. 1 和

0. 2 时，3 种非概率可靠度方法得到的边坡非概率可

靠性指标均大于 1，表明边坡处于安全状态，与蒙特

卡罗法计算的边坡可靠性指标大于 3. 2 相符。当变

异系数为 0. 3、0. 4 和 0. 5 时，3 种非概率可靠度方法

得到的边坡非概率可靠性指标均小于 1，表示边坡

有失稳的可能性，与蒙特卡罗法得到的结果相符，

验证了结果的一致性。

2）抗剪强度参数的相关性对边坡非概率可靠

性指标的影响。根据表 1 中黏聚力和内摩擦角的均

值、标准差，分别生成相关系数为 -0. 6、-0. 4、
-0. 2、0、0. 2、0. 4、0. 6 的 7 组样本数据。由于基于

区间模型的非概率可靠度方法不能考虑参数的相

关性，此处仅采用本文方法和基于椭球模型的非概

率可靠度方法以及蒙特卡罗法进行分析计算，结果

见图 7。
由图 7 可见，随着黏聚力和内摩擦角的相关系

数增大，采用本文方法和基于椭球模型的非概率可

图 7　相关系数对边坡非概率可靠性指标的影响

Fig. 7　Influence of correlation coefficient on the slope’s 
non-probabilistic reliability index

图 5　黏聚力的变异性对边坡非概率可靠性指标的影响

Fig. 5　Influence of variability of cohesion on non-

probabilistic reliability index of the slope

图 6　内摩擦角的变异性对边坡非概率可靠性指标的影响

Fig. 6　Influence of variability of internal friction angle on 
non-probabilistic reliability index of the slope
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靠度方法得到的边坡非概率可靠性指标均减小，且

采用本文方法得到的计算结果对于相关系数的变

化更为敏感。在相关系数取不同值时，非概率可靠

度方法得到的计算结果均大于 1，表明边坡处于安

全状态，这与蒙特卡罗法得到的可靠性指标所对应

的边坡稳定性状态相符。

3）样本容量对边坡非概率可靠性指标的影响。

多边凸集模型需要依据样本数据构建不确定域，样

本容量的大小可能会对边坡非概率可靠度分析的

计算结果产生影响，为此，分别考虑 12、18、24、30、
36、42、48 等不同的样本容量，采用本文方法进行计

算，结果见图 8。

由图 8 可以看出，随着样本容量的变化，采用本

文方法得到的边坡非概率可靠性指标计算结果有

一定的波动，在样本容量为 30 和 36 时，计算结果的

相对变化率分别为 1. 42% 和 4. 65%，相对变化率较

小，计算结果趋于稳定。

4. 2　算例 2
以文献 [23]的均质边坡为研究对象，坡高 5 m，

坡角 β= 45°，边坡几何模型如图 9 所示。边坡岩土

体的重度 γ= 17. 64 kN/m3，黏聚力均值为 6 kPa，
内摩擦角均值为 21°，黏聚力和内摩擦角的相关系数

为 0. 29，样本数据见表 2。

根据本文方法计算得到的边坡非概率可靠性

指标为 0. 42，小于 1，表示该边坡有失稳的可能性。

基于概率可靠度的计算结果见表 3。

由表 3 可见，3 种可靠度方法计算得到的可靠性

指标均小于 3，表示边坡有失稳的风险，与本文方法

判定结果一致。

5　结论

为在边坡非概率可靠度分析中合理描述岩土

参数的不确定性信息，提出一种基于多边凸集模型

的边坡非概率可靠性分析方法。通过算例分析验

证了该方法的可行性，研究了岩土体抗剪强度参数

的变异性和相关性，以及样本容量对边坡非概率可

靠性指标的影响。主要结论如下：

1）当样本数量较少、概率分布类型无法准确确

定时，基于多边凸集模型的边坡非概率可靠性分析

方法能对边坡进行较为准确的稳定性判断。

2）与基于区间模型和椭球模型的边坡非概率

可靠度方法相比，基于多边凸集模型的边坡非概率

可靠性分析方法的计算结果与概率可靠度方法中

的蒙特卡罗法计算结果更为接近，准确性更高。

3）抗剪强度参数的变异性和相关性对边坡的

非概率可靠性指标有明显影响，采用非概率可靠度

方法分析边坡稳定性时，需予以考虑。

图 9　边坡 2的几何模型

Fig. 9　Geometric model of slope 2

图 8　不同样本容量下的边坡非概率可靠性指标

Fig. 8　Non-probabilistic reliability indexes of the slope 
under different sample sizes

表 2　边坡 2的抗剪强度参数样本数据

Table 2　Sample data of the shear strength 
parameters of slope 2

样本

编号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

黏聚力

c/kPa
5. 87
4. 98
6. 36
5. 93
6. 42
6. 16
6. 30
5. 11
5. 39
5. 73
6. 07
6. 68
5. 83
6. 76
6. 29

内摩擦角

φ/（°）
20. 98
22. 52
22. 21
24. 16
20. 42
22. 24
21. 05
20. 53
21. 01
16. 56
18. 70
19. 56
21. 43
25. 00
20. 90

样本

编号

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

黏聚力

c/kPa
6. 70
6. 08
5. 61
5. 11
6. 09
6. 49
5. 82
5. 68
5. 81
5. 34
5. 70
5. 89
6. 03
5. 96
6. 37

内摩擦角

φ/（°）
23. 71
22. 13
18. 40
20. 17
19. 80
24. 62
20. 63
23. 41
19. 90
20. 92
20. 37
17. 13
19. 26
22. 05
21. 54

表 3　边坡可靠性指标

Table 3　Reliability index of slope

方法

蒙特卡罗法

一次二阶矩法

罗森布鲁斯法

结果

0. 99
0. 94
1. 00
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