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考虑变形滞后效应的高液限土路基模量反算方法
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摘 要:为了提高便携式落锤弯沉仪(PFWD)测定高液限土路基回弹模量的精度,考虑变形滞后效

应对反算结果的影响,提出了一种基于Kelvin粘弹性模型和准静态动力分析反算模量的方法。通

过现场试验,验证了新方法的有效性。研究结果表明:利用高液限土填筑的下路堤模量较低,在

PFWD冲击荷载作用下,其顶面竖向位移峰值明显滞后于荷载峰值,且荷载 位移曲线非线性显著;
基于线弹性模型的常规反算方法使得反算模量远大于实测模量,平均相对误差为52.5%;新方法能

较好地反映冲击荷载作用下变形滞后特征,反算相对误差仅为9.2%。随着路基模量增大,路基变

形滞后效应不显著,常规方法和新方法反算结果相近,但新方法反算结果的精度更高。
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LIUChuang1,2,ZHANGRui1,TENGYusheng1,RENTianzeng1,YANGBo3
(1.SchoolofTrafficandTransportEngineering,ChangshaUniversityofScience&Technology,Changsha410114,

P.R.China;2.DepartmentofTrafficandTransportationofHainanProvince,Haikou570204,P.R.China;
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Abstract:InordertoimprovetheaccuracyofPortableFallingWeightDeflectometer(PFWD)inmeasuring
theresilientmodulusofhighliquidlimitsoilsubgrade,theinfluenceofdeformationlagseffectontheback-
calculationresultwasconsideredandanewmethodforback-calculationofthemoduluswasproposedbased
onKelvinviscoelasticmodelandquasi-staticdynamicanalysismethod.Theeffectivenessofthenewmethod
isverifiedbyfieldtests.Theresultsshowthatthemeasuredmodulusofthelowerembankmentfilledwith
highliquidlimitsoilislowerandthepeakverticaldisplacementofthetopsurfaceoftheembankment
obviouslylagsbehindthepeakvalueoftheloadundertheimpactloadofPFWD.Furthermore,theload-
displacementcurveissignificantlynonlinear.Inaddition,theconventionalmethodbasedonlinearelastic



modelmakestheback-calculatedmodulusmuchlargerthanthemeasuredmodulus.Theaveragerelative
errorbetweenback-calculatedandthemeasuredmodulusreachesupto52.5%.However,thenewmethod
canbetterreflectthedeformationlagcharacteristicsunderimpactload.Theaveragerelativeerrorbetween
themisonly9.2%.Withincreaseofsubgrademodulus,thelageffectofthedeformationisnotsignificant.
Theback-calculatingresultsviaconventionalandnewmethodsaresimilar,buttheaccuracyofthenew
methodishigher.
Keywords:roadengineering;viscoelasticmodel;quasi-static;modulusback-calculation;deformationlag;
highliquidlimitsoil

  高液限土在中国南方地区分布广泛,天然含水

率高,水稳性差,用于公路路基填筑时,通常用作下

路堤填料,并在湿法重型击实标准控制下压实。由

于高液限土下路堤顶面回弹模量(以下简称模量)较
低,需在其上部进行刚度补偿[1],以达到路基顶面设

计模量和验收弯沉值的要求。高液限土下路堤顶面

模量的快速准确测定对于高液限土路基施工质量控

制和刚度补偿设计至关重要。
现场测定路基模量的方法主要有承载板法、贝

克曼梁法、落锤弯沉仪FWD法和便携式落锤弯沉

仪PFWD法等。承载板法和贝克曼梁法耗时费力,
所需测试人员多;FWD需专用车牵引,偏僻地方不

宜到达,这3种方法多用于成型路基,难以用于路基

施工质量控制[2],虽然PFWD测试简便,但以往反

算模量时仅取实测荷载和位移时程曲线的峰值,并
假设路基为线弹性体,忽略了其他的时程数据和荷

载位移的非线性[3-5]。对于冲击荷载作用下变形响

应滞后且荷载位移非线性显著的路基,基于线弹性

模型和静力分析方法反算的模量(简称常规反算模

量)与承载板法直接实测的静模量(简称实测模量)
相差较大[6]。有学者通过现场试验,建立了常规反

算模量和实测模量的回归关系[7-8],但现场检测工作

量大,适用范围有限。学者们曾对FWD和PFWD
冲击荷载作用下路基、路面非线性动力响应开展研

究,有学者将变形滞后归因于弹性波传递时间,基于

弹性动力学改进了常规反算方法,但仅将反算结果

与基于线弹性模型的反算模量进行了对比[9-11]。也

有学者将变形滞后归因于材料的粘弹性,基于粘弹

性理论,改进了反算方法[12-18],并提高了模量反算精

度[19-23],但主要针对路面多层模量反算,且多采用多

参数复杂理论模型,若用于高液限土路基模量反算,
将增加计算难度,也可能导致结果不收敛。

为解决PFWD常规反算中因理论假设与实际

情况不符导致的反算高液限土路基模量与实测模量

相差较大的问题,笔者基于粘弹性模型,采用准静态

动力响应分析方法,提出并验证了既能反映高液限

土路基非线性动力响应特征,又能用动载数据反算

静力参数的高液限土路基模量反算新方法,编制了

相应的反算程序。同时,将其应用于路基施工质量

控制与刚度补偿设计。

1 高液限土路基模量现场试验

海南万宁至洋浦高速公路横贯海南岛,全长

163km,沿线开挖并用于路基填筑的高液限土约

240万m3。在高液限土填方量较大的第六、第九和

第十合同段,分别选取K67+190~K67+290(WY-
6)、K110+180~K110+280(WY-9)和 K121+
460~K121+560(WY-10)作为试验段。对试验段

填料进行基本性质指标测试,结果如表1所示。由

于高液限土天然含水率均远大于其最佳含水率,在
海南多雨气候条件下,很难通过翻晒将高液限土填

料含水率大幅降至最佳含水率压实。因此,在满足

下路堤填料强度和变形要求前提下,在3个试验段

均只将高液限土直接用作下路堤填料,在大于最佳

含水率8%~10%状态下压实,并适当降低压实度

控制标准[24]。

表1 试验段高液限土土样基本性质

Table1 Basicpropertiesofsoilsamplesoftrialsections

试验段
天然含

水率/%

细粒含

量/%
液限/%塑限/%

最佳含

水率/%

最大干密

度/(g·cm-3)

WY-6 31.5 64.7 58.3 30.2 17.4 1.72

WY-9 29.1 60.3 54.0 28.5 17.3 1.76

WY-10 36.1 70.5 57.2 31.3 23.5 1.57

利用高液限土填筑下路堤后,分别在3个试验

段下路堤顶面沿纵向每10m一个测点,依次进行

PFWD检测和承载板试验。使用的PFWD设备主

要参数为:载荷板半径0.15m,载荷范围1~15kN,
载荷脉冲形状为半正弦波;载荷传感器相对误差小
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于1%,绝对误差±0.1kN;位移传感器有效测试精

度1μm,最大测试范围2200μm;数据采集周期

0~60ms。PFWD测试方法和步骤参照文献[2]进
行。现场承载板试验参照《公路路基路面现场测试

规程》(JTGE60—2008)相关规定进行。
限于篇幅,仅列出3个试验段部分代表性

PFWD试验结果,如图1所示。从图1(a)~(c)可
以看出,3个测点PFWD荷载与竖向位移时程曲线

均有相似性,当施加的荷载达到峰值时,该时刻对应

的竖向位移并未达到峰值,变形未达到最大;当位移

达到峰值时,荷载已处于减小阶段。从图1(d)可以

看出,3个测点的荷载 位移曲线表现出明显的非线

性和滞回圈。因此,冲击荷载作用下高液限土填筑

层变形滞后效应显著。

图1 高液限土下路堤PFWD测试结果

Fig.1 PFWDresultsoflowerembankmentof
highliquidlimitsoil

 

PFWD常规模量反算法是假设荷载与变形关

系近似为线弹性,与承载板法一样,均采用圆形垂直

刚性分布静荷载作用下的弹性半空间布辛尼斯克解

(见式(1))计算路基模量。

E=πR2
p(1-μ2)

w
(1)

式中:E为路基模量值,MPa;p为载荷板压力峰值,
MPa;R为载荷板半径,m;μ为泊松比,取0.35;w
为载荷板中心弯沉峰值,mm;π为圆周率。

由于冲击动荷载作用下变形存在滞后,且线弹

性静力模型无法反映高液限土路基的非线性动力响

应特征,若仍采用式(1)反算模量会造成结果的偏

差。现场试验结果表明,图1(a)~(c)3个测点的常

规反算模量分别为27.6、24.4、31.5MPa,而实测模

量分别为18.5、15.1、21.2MPa。3个试验段30个

测点的常规反算模量与实测模量如图2所示,统计

的常规反算模量平均绝对误差10.9MPa,平均相对

误差52.5%。

图2 高液限土下路堤常规反算与实测模量

Fig.2 Back-calculatedandmeasuredmodulusoflower
embankmentofhighliquidlimitsoil

 

2 基于粘弹性模型的模量反算方法

由于以往PFWD反算路基模量时采用的是线

弹性静力学模型,而冲击荷载作用下高液限土路基

具有显著变形滞后效应和荷载 位移非线性特征,常
规反算方法已不适用,因此,有必要建立一种可较好

地反映冲击荷载作用下高液限土路基非线性动力响

应特征的简便模量反算方法。

2.1 选用的粘弹性理论模型

众所周知,在正弦周期动荷载作用下,粘弹性材

料的应变也呈周期变化,而且应变响应滞后于应力

响应。粘弹性理论模型也普遍应用于行车荷载作用

下沥青路面动力响应分析。考虑到冲击荷载作用下

高液限土路基变形滞后效应与上述粘弹性材料力学

行为相似,因此,基于粘弹性本构模型建立了高液限

土模量反算新方法。
粘弹性模型中,Maxwell模型是由弹簧 阻尼器

串联而成,主要用于模拟粘弹性材料应力松弛过程。
三参量固体模型、Burgers模型和广义 Maxwell模

型等是用弹簧 阻尼器并联和串联多种形式构造出

的更加复杂的力学模型,可以描述动荷载作用下材

料的粘弹性以及残余变形性质。而PFWD测试时,
会通过多次落锤消除测点的塑性变形,因此,反算高

液限土路基模量不需考虑残余变形,不必采用形式

复杂的多参数粘弹性模型增加反算难度。

Kelvin模型是由弹簧 阻尼器并联构成的粘弹

性模型[11]。该模型形式简洁,便于高效地迭代运

算。其数学描述见式(2)。

σ=Eε+ηdεdt
(2)
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式中:σ为应力;ε为应变;E为弹性模量;η为粘滞系

数;dε
dt为应变速率。

PFWD冲击荷载是一个近似按半正弦形式变

化的曲线,设曲线的数学表达式为σ-sin(ωt),代入式

(2),经过计算和整理并忽略其中与时间t相关的快

速衰减指数项,可得式(3)。

σ
σ-  2-2cos(δ)σ

σ-  ε
ε-  + ε

ε-  2=sin2(δ)

(3)
式中:σ为应力;σ- 为应力幅值;ε为应变;ε- 为应变幅

值;δ为相角差;且有tan(δ)=ηωE
。

根据式(3)可得到加卸载作用下的应力 应变曲

线,如图3所示。由图3可以看出,当引入粘滞系数

后,加载时应力首先增至最大值,应变随后增至最大

值,应变具有滞后性,应力 应变曲线形式与图1(d)
所示的PFWD实测荷载 位移曲线形式极为相似。
因此,选用Kelvin模型用于冲击荷载作用下高液限

土路基动力响应分析。

图3 Kelvin模型应力 应变曲线[25]

Fig.3 StressandstraincurveofKelvinmodel25]
 

2.2 准静态反算方法

动态法和准静态法[15,26]是动荷载作用下弹性体

系动力响应分析的两种方法。
动态法反算[27]是将Navier动力方程中引入粘

弹性理论模型,通过Laplace和Hankel反算导出竖

向位移的显式解,并考虑复杂混合边值问题反算模

量。由于反算时隐式偏微分方程结构较复杂,需采

用诸多简化数值算法进行,比较耗时。
采用准静态法反算思路是将静荷载作用下弹性

半空间体表面的竖向位移显式解作Laplace变换,
并将变换式中的弹性参数代之以粘弹性算子再作反

算。这种方法可用动载数据反算静力参数。后续的

结果也验证了对于高液限土路基采用准静态法进行

反算,其结果精度能够满足要求。因此,采用该方法

和PFWD动载数据反算的模量属于静模量,从而与

承载板法测得的静模量在类型上保持一致。

轴对称荷载作用下的弹性半空间体表面的竖向

位移计算式为

w(r)=2
(1-μ2)

E ∫
�

0
J0(ξr)p

-(ξ)dξ (4)

式中:w(r)为轴对称荷载作用下的弹性半空间体表

面的竖向位移,mm;E和μ的意义同式(1);J0(x)为

0阶贝塞尔函数;p
-(ξ)为荷载的零阶Hankel积分变

换式,对于PFWD刚性承载板p
-(ξ)=p

Rsin(ξR)
2ξ

;p

为载荷板压力,kN/m2;R 为载荷板半径,m;r为计

算点位距荷载中心的径向距离,m。
对式(4)作Laplace变换后,用粘弹性算子代替

弹性模量,再将PFWD荷载作用函数p
-(ξ)代入后进

行Laplace反变换。因泊松比μ的值变化小,且对

计算结果的影响不大,近似认为代换后泊松比μ保

持不变,得到PFWD刚性载荷板作用下粘弹性半空

间体表面的竖向显式位移式(5)。

w(r,t)=L-1(w-(r,s))=
(1-μ2)F
π·E(s)·R 1-e-E

ηt  ∫
�

0

J0(ξr)sin(ξR)
ξ

dξ(5)

式中:w(r,t)为PFWD刚性载荷板作用下粘弹性半

空间体表面竖向位移,mm;L-1(w-(r,s))为竖向位

移的拉普拉斯反变换;E(s)=E+ηs为粘弹性算子,

η为粘滞系数;E 和μ 的意义同式(1);F 为PFWD
落锤时作用于测点表面的集中力,kN,由荷载时程

曲线得到;R 和r 的意义同式(4);s为时间t的

Laplace变换参量。
由式(5)可知,当t=0时,竖向位移为0;当t趋

近于无穷时,竖向位移等于传统弹性半空间理论计

算得到的竖向位移。粘滞系数η所在的项,随着时

间的变化是一个始终大于0小于1的数,限制了整

体竖向变形,使理论计算位移时程的峰值缩小和相

位向右延展。

2.3 模量反算程序的编制

由式(5)的形式可知,反算参数为模量值E 和

粘滞系数η。因式(5)比较复杂,难以得到反算参数

的解析解,故采用最小二乘法,即式(6)迭代求极值

的优化算法进行反算。

min(Δ)=K∑
n

i=1
W(ti)-w(ti,β)  

2 (6)

式中:min(Δ)为实测值与理论值的误差平方和;K
为精度控制参数;W 为竖向位移实测值,mm;w 为

竖向位移理论计算值,mm;β=(E,η)为反算参数向
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量;i和n分别为PFWD实测位移时程数据编号和

数据总个数。
迭代的过程采用修正Gauss-Newton法,即令

min(Δ)=f(β),将式(6)变换为

f(β)=KrT(β)r(β) (7)
式中:K 的意义同式(6);r(β)为实测与理论值的残

差列向量;T为向量转置符。
在计算时,首先设定初始计算参数向量β0,一般

按经验取一个初始模量和粘滞系数值,并按式(8)确
定下一个迭代参数向量。

βk+1=βk+λkAk (8)
式中:k为迭代序号,k=0,1,2,…,λk 为步长,可按

经验取0.01~0.05,为提高迭代速度,也可按

min(βk+λkAk)进行函数最值法搜索步长的最佳值;

Ak 为方向向量,按Ak=-(JTrJr)-1JTrr(βk)计算;Jr

为β=βk 时r(β)的Jacobi矩阵。
迭代循环过程采用式(9)进行控制。

(βk+1-βk)T·
1
0  ≤ε (9)

式中:T为向量转置符;ε为迭代控制参数。
按照式(10)计算得到最终迭代值βg,即模量和

粘滞系数最优反算值。

βg=(βk+1+βk)/2 (10)

  由于基于最小二乘优化算法得到的是采用函数

定义域内全局求极值的反算结果,该反算结果可能

与实际情况相差较大,因此,在编制反算程序时,针
对PFWD检测高液限土路基模量的具体情况作了

如下处理:由于数据采集周期0~60ms内落锤会在

橡胶块上振动,进而带动承载板产生小幅跳动,故只

取0~25ms内峰值波形的数据;计算点位r=0m,
即荷载作用面表面的中心处;精度控制参数K=0.5
和迭代控制系数ε=0.01,两个控制值可按照不同精

度要求进行调整。
进行反算时还需要将式(8)进行变形得到式

(11),以控制反算模量值的权重。当计算位移时程

的相位大于实测位移时程或计算位移峰值小于实测

值,但迭代还未满足式(9)的要求时,停止参数η的

迭代,而继续进行参数E的迭代。

βk+1=βk+λkAkB (11)
式中:B为迭代权重控制向量,按照式(12)计算。

B=
(1,1) E(βk)≤γ
(1,0) E(βk)>γ (12)

式中:E(βk)为实测位移和计算位移的峰值误差限制

条件,按E(βk)= Wmax-wmax(βk)计算;Wmax为实

测位移峰值,mm;wmax(βk)为计算位移峰值,mm。γ
为峰值误差控制量,mm,取γ=0.002mm,可根据

具体要求适当调整,以改变最终反算精度。
得到反算的最优解后,正算位移,并用式(13)评

价计算精度。

R2=1-
w∑

n

i=1
W(ti)-w(ti,βk)  

2

∑
n

i=1
W (ti)2-

∑
n

i=1
W(ti)  2

n

(13)

式中:R2为精度系数;W、w、i和n的意义同式(6);

βk为参数向量。
按照上述方法,利用Matlab编写了考虑冲击荷

载作用下变形滞回效应的高液限土路基模量反算程

序[28],既适用于FWD反算,也适用于PFWD反算。
反算流程如图4所示。

图4 高液限土路基模量反算流程

Fig.4 Back-calculationprocessformodulusofhigh

liquidlimitsoilsubgrade
 

3 模量反算新方法的验证与应用

根据图1所示3个测点的PFWD荷载和位移

时程曲线,利用本文提出的基于粘弹性模型的高液

限土路基模量反算方法(简称新方法)进行了模量反

算,并与常规方法的反算结果和实测结果进行了对

比,如表2所示。3个测点的反算结果表明,新方法

反算的模量仅比相应的实测模量大2MPa左右,而
常规反算模量比实测模量要大10MPa左右,新方

法的模量反算精度提高了40%左右。
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表2 高液限土下路堤部分测点模量反算结果对比

Table2 Comparisonofseveralback-calculation

modulusoflowerembankmentofhighliquidlimitsoil

测点
新反算方法

模量/MPa R2

常规反算方法

模量/MPa R2

承载板法

模量/MPa

K67+200 20.4 0.914 27.6 0.681 18.5

K110+200 17.2 0.935 24.4 0.693 15.1

K121+500 22.7 0.920 31.5 0.656 21.2

注:R2为精度系数,由式(13)计算得到。

分别利用新方法和常规方法反算得到的模量正

算位移时程,并与实测位移时程进行对比。其中,图
5为测点K110+200位移时程曲线对比结果。由图

5可以看出,基于粘弹性模型的新方法计算得到的

位移时程与实测位移时程非常吻合。根据式(13),
新方法的计算精度系数则为0.935,常规方法得到

的精度系数仅为0.693。K110+200和K121+500
精度系数对比结果相似,一同列于表2。以上位移

时程与精度系数对比结果表明,引入粘弹性模型后,
新方法能较为准确地反映冲击荷载作用下高液限土

路基变形响应滞后这一特征。

图5 根据常规方法与新方法计算的K110+200位移

时程曲线对比

Fig.5 Comparisonofdisplacement-timecurvesofK110+
200calculatedaccordingtoconventionalandnewmethod

 

按照新方法对3个试验段30个测点进行模量

反算的结果如图6所示。对比图2可看出,新方法

反算模量相对常规反算模量更接近实测模量,平均

绝对误差仅为2.6MPa,平均相对误差为9.2%。
同时也证明了,由于采用了准静态分析方法,可根据

图6 高液限土下路堤顶面的新方法反算模量与实测模量

Fig.6 Newback-calculationandmeasuredmodulus
onthetopoflowerembankmentofhighliquidlimitsoil

 

冲击荷载作用下路基动力响应(荷载和位移时程数

据)反算静力参数,从而使得新方法反算模量更接近

由承载板法实测的静模量。
良好的路基施工质量必然要求在各层位施工完

成后路基强度变异性小,均匀一致[29]。为此,应用

PFWD和模量反算新方法,对海南万洋高速公路高

液限土下路堤顶面模量的变异性进行了评价,快速、
准确地确定了模量过低需要补压处理的点位,减小

了下路堤模量的变异性。由于高液限土下路堤模量

较低,而万洋高速公路路基顶面设计弯沉值为120
(0.01mm),需要在上路堤和路床填筑合适填料进

行刚度补偿。为此,采用文献[2]的方法,继续以

WY-9为试验段,进行了路基刚度补偿设计和现场

试验,确定并实施了用高液限土掺30%砂砾填上路

堤,用高液限土掺40%砂砾填下路床,用低液限土

掺4%水泥填上路床方案。实测路基弯沉的代表值

为88(0.01mm),满足验收要求。
为研究新方法对于高模量路基测试的适用性,

在WY-9试验段路基顶面分别进行了PFWD与承

载板试验。其中,K110+200处PFWD测试结果如

图7所示。与图1(b)、(d)相比,由于路基模量提

升,冲击荷载作用下变形滞后效应和荷载 位移滞回

圈虽显著减小,但仍然存在,同样会导致常规反算误

差。承载板实测与PFWD模量反算结果表明:实测

模量为196.1MPa,常规反算模量为221.10MPa,
新方法反算模量为205.6MPa。

图7 K110+200处路基顶面PFWD测试结果

Fig.7 PFWDresultsonthetopofsubgradeofK110+200
 

图8为WY-9试验段路基顶面所有10个测点

的模量实测与反算结果。统计结果表明:新方法反

算模量平均绝对误差为8.5MPa,平均相对误差仅

为4.3%;而常规反算模量平均绝对误差为24.1
MPa,平均相对误差为12.2%。可以看出,当路基

模量较高时,新方法和常规方法反算模量的平均相

对误差均有所减小,但新方法反算结果的精度更高。
根据高液限土路基试验段现场试验结果,由于

在低模量的下路堤和高模量的路床顶面新方法反算
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模量与实测模量之间的相对误差均在10%以内,因
此,可将新方法反算的模量直接作为高液限土路基

刚度补偿设计的参数。

图8 WY-9试验段路基顶面的反算模量与实测模量

Fig.8 Back-calculationandmeasuredmoduluson
thetopofsubgradeofWY-9testsection

 

4 结论

1)冲击荷载作用下高液限土路基变形峰值滞后

于荷载峰值,荷载 位移曲线弹性滞回明显。
2)基于线弹性静力模型的PFWD模量常规反

算方法忽略了路基非线性动力响应特征,用于高液

限土路基模量测定时,反算模量与实测模量偏差

较大。
3)基于粘弹性模型和准静态法的PFWD模量

反算新方法既可反映路基非线性动力响应特征,又
可用动载数据反算静模量;在下路堤和路床顶面,采
用新方法反算的模量均与实测模量接近,误差在

10%以内。
4)模量反算新方法可用高液限土路基各层位顶

面模量变异性控制,建议将新方法反算模量作为路

基刚度补偿的设计参数。
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