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摘 要：PHI2 方法是进行结构时变可靠度分析的常用方法，而跨越率的求解是该方法的关键，为达

到足够精度往往需要计算大量时刻处的跨越率，然而，对于具有复杂极限状态面的实际问题，计算

每个时刻的跨越率可能非常耗时。为进一步提高 PHI2 方法的效率，引入 3 种策略改进跨越率的计

算效率：首先，采用无 Cholesky 分解策略以减少随机变量数目，并给出与之对应的相关系数计算方

法；其次，引入基于主动学习 Kriging 模型的改进一次可靠度（AK-FORM）方法，以高效计算各时刻

的可靠指标；最后，利用降维方法将二维积分转化为一维积分，以改善计算性能。将上述 3 种改进

策略与 PHI2 方法相结合，形成基于 AK-FORM 方法和降维方法的高效时变可靠度分析方法，即 K-

PHI2 方法。与此同时，仅将无 Cholesky 分解策略与 PHI2 方法结合，形成 PHI2-方法。数值算例和

工程算例计算结果表明：提出的 PHI2-、K-PHI2 方法与 PHI2 方法一样具有高准确性，在精度上均

优于 PHI2+方法（一种基于 PHI2 的改进方法）；相较于 PHI2、PHI2+方法，PHI2-方法在效率上有

一定提升，而 K-PHI2 方法在此基础上进一步提高了时变可靠度分析效率。
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An efficient time-varying reliability method based on AK-FORM 
method and dimension reduction method
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Abstract: The PHI2 method is commonly used to perform the time-varying structural reliability analysis, with 
the calculation of outcrossing rate being pivotal to its implementation. Achieving sufficient accuracy is often 
necessary to calculate the outcrossing rate at a large number of moments. However, for practical problems 
involving complex limit state surfaces, the calculation of the outcrossing rate at each moment can be very time-

consuming. To further improve the efficiency of PHI2 method, three strategies are proposed to be introduced in 
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this paper to improve the efficiency of calculating outcrossing rate. Firstly, the strategy without Cholesky 
decomposition is used to reduce the number of random variables, while the corresponding calculation of 
correlation coefficients is given. Secondly, the improved first-order reliability method based on the adaptive 
Kriging model （AK-FORM） is introduced to efficiently calculate the reliability index at each moment. Finally, 
the two-dimensional integral is converted into a one-dimensional integral by using the dimension reduction 
method. The three improvement strategies are combined with the PHI2 method, which forms an efficient time-

varying reliability analysis method based on the AK-FORM method and the dimension reduction method, i.e., 
the K-PHI2 method. Meanwhile, only the strategy without Cholesky decomposition is combined with the PHI2 
method to form the PHI2- method. The calculation results of numerical and engineering examples demonstrate 
that the PHI2- and K-PHI2 methods proposed in this paper have the same high accuracy as the PHI2 method, 
and both are better than the PHI2+ method （an improved method based on PHI2） in terms of accuracy; 
compared with the PHI2 and PHI2+ methods, the PHI2- method has a little improvement in efficiency, while 
the K-PHI2 method further greatly improves the efficiency of time-varying reliability analysis on this basis.
Keywords: time-dependent reliability； PHI2 method； irst-order reliability method (FORM)； Kriging model； 
outcrossing rate； dimension reduction method

结构可靠度分析旨在通过考虑结构或荷载的

随机性确定结构在规定时间内的失效概率。传统

的结构可靠度分析 [1-2]一般认为结构的模型特性与

服役环境不随时间而变化。实际上，结构在服役期

间的几何形状、材料性能等特性会随时间而退化，

所受荷载亦随时间而变化 [3-6]，对结构进行时变可靠

度分析才能评估其真实状态。目前，基于首次超越

破坏准则的时变可靠度分析方法主要分为两种 [7-9]：

一种是基于极值的方法，另一种是基于跨越率的

方法。

基于极值的方法基本思路是根据极限状态函

数极值的概率特征获得失效概率，从而将时变问题

转化为时不变问题 [10]。蒙特卡洛模拟（MCS）方法

是一种典型的基于极值的时变可靠度方法，该方法

简单且精确，但在实际应用中需消耗大量计算资

源 [11]。为提高对可靠度问题的分析效率，研究者们

提出了两种改进思路：一种是对采样方法进行改

进，如引入重要性采样方法 [12]和子集模拟方法 [13]等，

但这种方法在处理小失效概率事件时仍不可避免

地需要大量样本以达到较高精度；另一种是近似处

理极限状态函数极值的概率分布，如引入概率密度

演化方法 [14]和代理模型方法 [2,15-16]等。其中，Kriging
代理模型因具有同时提供预测点期望和标准差的

特性而被广泛应用。考虑到基于一次性抽样的普

通 Kriging 方法无法保证训练样本的有效性，将

Kriging 模型和高效的主动学习策略相结合的 AK 类

方法 [15-17]近年成为研究热点。将 AK 方法与一次可

靠度方法（FORM）相结合的 AK-FORM 方法 [17]在

保证精度的同时有效提高了 FORM 方法的效率，是

一种具有发展前景的可靠度分析方法。

基于跨越率的方法基本思路是基于泊松过程、

马尔可夫过程等假设，利用数值积分方法将任意离

散时刻极限状态函数的跨越率映射为失效概率。

跨越率最早由 Rice[18]提出，但其概念难以应用于实

际。随后，研究者们通过引入首次超越公式求解方

法和基于跨越事件发生服从泊松过程假设的解析

方法等，拓宽了跨越率模型的应用范围。近年来，

PHI2 方法 [19]成为了一种被广泛应用的时变可靠度

分析方法，该方法将跨越率的计算转换为并联的静

态问题，从而实现了跨越率的高效求解。为达到足

够的计算精度，PHI2 方法会将时间周期以较小的时

间增量进行离散化，即需要计算大量时刻处的跨越

率。显然，跨越率的求解效率是影响 PHI2 方法效

率的关键因素，而跨越率的求解主要涉及到相关系

数计算、相邻时刻处的可靠指标计算以及二维积分

计算。在处理极限状态面很复杂的实际工程问题

时，单次跨越率的求解效率有待提高。为提升 PHI2
方法的效率，研究者们提出了 PHI2+[20]、EPHI2[11]

等方法，但这些方法大多仅从某一方面改进了跨越

率的计算效率，并且有可能获得不准确的可靠度评

估结果。

笔者从 3 个方面改进 PHI2 方法，形成一种高效

的时变可靠度分析方法。首先，采用无 Cholesky 分

解的策略来减少可靠指标求解过程中的随机变量

数目，然后采用基于主动学习 Kriging 模型的改进一

次可靠度（AK-FORM）方法来计算各时刻的可靠指

标，再利用降维方法将二维积分转化为一维积分，

从而完成跨越率的计算。最后通过数值算例和工

程算例验证建议方法的精度和效率。
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1　时变可靠度分析的 PHI2方法

1. 1　PHI2方法的原理

假设结构时变可靠度问题的极限状态方程为  
Z ( t )= G (X,Y ( t ),t ) （1）

式中：X= {X1,X2…Xn-1}T 为 n-1 维随机变量向量；

Y（t）为一维随机过程。

基于跨越事件的方法是计算时变可靠性问题

最常用的方法之一，将时间周期 [0,t]内跨越事件的

数量定义为 N+（0,t），结构在时间周期 [0,t]内的累

计失效概率可表示为 [19-20]

P f,c ( 0,t )= P r(∃τ∈ [0,t ]{Z (0)≤ 0}∪

{N+ ( 0,t )> 0}) （2）

由式（2）可知，Pf,c（0,t）的上界为 [21]

P f,c ( 0,t ) ≤ P f,i ( 0 )+∫
0

t

v+ ( τ ) dτ （3）

式中：Pf,i（0）表示初始时刻结构的失效概率；v+（τ）
为 τ时刻的跨越率，可由式（4）计算。

v+ ( τ )= lim
Δτ→ 0+

P r({Z (τ )≥ 0}∩

{Z (τ+ Δτ )≤ 0}) /Δτ （4）

式中：Δτ为时间增量。

若 Y（t）在 τ与 τ+Δτ时刻的截口随机变量分别

用Yk
（1）与Yk

（2）表示，两者间的相关系数为

ρ (Yk
( 1 ),Yk

( 2 ))= ρYk(τ,τ+ Δτ ) （5）
若 Y（t）为平稳非高斯随机过程，则 Yk

（1）与 Yk
（2）

均为非高斯变量，可引入 Nataf 变换将其转换为独

立的标准正态变量。为简便，仅考虑Y（t）为平稳高

斯随机过程的情形，可先通过线性变换将其转化为

均值为 0、标准差为 1 的高斯过程 Y（t）。相应地，

Yk
（1）与 Yk

（2）可表示为相应的标准正态变量 Yk
（1）与

Yk
（2）的线性函数，且 Yk

（1）与 Yk
（2）的相关系数仍为

ρYk（τ,τ+Δτ）；然后可引入 Cholesky 分解，将 Yk
（1）与

Yk
（2）用独立的标准正态变量 u1、u2表示，即

ì
í
î

ïïïï

ïïïï
-Y

( 1 )
k

= u1

-Y
( 2 )
k

= ρY k( )τ,τ+ Δτ u1 + 1 + ρ2
Y k( )τ,τ+ Δτ u2

（6）
于是，在标准正态空间中，τ时刻的极限状态面

可由超平面近似为

α ( τ ) u( 1 ) + β ( τ )= 0 （7）
式中：u（1）=（u1,u3…un+1）；α（τ）=（αl,1,αl,3…αl,n+1），

u3…un+1 分别为随机向量 X转换至标准正态空间后

对应的标准正态变量；β（τ）为 τ时刻的可靠指标。

同理，τ+Δτ时刻的极限状态面可近似为

α ( τ+ Δτ ) u( 2 ) + β ( τ+ Δτ )= 0 （8）

式中：u（2）=（u1,u2,u3…un+1），α（τ+Δτ）=（αh,1,αh,2,
αh,3… αh,n+1）；β（τ+ Δτ）为 τ+ Δτ时刻的可靠指标。

在 PHI2 方法中 [19]，τ和 τ+ Δτ时刻的线性化功能函

数的相关系数为

ρG (τ,τ+ Δτ )= - ᾶ ( τ )α ( τ+ Δτ ) （9）
式中：α~（τ）=（αl,1,0,αl,3…αl,n+1）。此时，跨越率的

计算可转换为式（10）所示并联静态问题的求解。

v+ ( τ )= Φ 2[ β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),ρG (τ,τ+ Δτ ) ] /Δτ
（10）

式中：β（τ）、β（τ+Δτ）、ρG（τ,τ+Δτ）均可由 FORM 方

法求解；Φ2（·）为二维标准正态分布函数，即

Φ 2[ β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),ρG (τ,τ+ Δτ ) ]=

∫
-∞

β ( τ )∫
-∞

-β ( τ+ Δτ )

φ 2[ ]x 1,x2,ρG ( )τ,τ+ Δτ dx1 dx2

    （11）

式中：φ2（·）为二维标准正态概率密度函数。

1. 2　PHI2方法的计算性能

利用 PHI2 方法进行时变可靠度分析的关键在

于跨越率 v+（τ）的求解，主要包括 3 个步骤：首先，通

过 Cholesky 分解将随机变量 Yk
（1）与 Yk

（2）独立化，并

推导相关系数 ρG（τ,τ+Δτ）；然后，利用 FORM 方法

计算各时刻的可靠指标；最后，利用二维数值积分

方法求解 Φ2[β（τ）,- β（τ+ Δτ）,ρG（τ,τ+ Δτ）]。显

然，上述 3 个步骤的计算效率对方法的总效率有着

至关重要的影响。

1. 2. 1　Cholesky 分解对计算效率的影响

由式（6）可知，通过引入 Cholesky 分解，τ+ Δτ
时刻的随机变量Yk

（2）表示为 2 个随机变量的线性组

合，因此，计算 τ+Δτ时刻的可靠指标时，所需考虑

的随机变量数目由 n增加至 n+1。若采用 FORM
方法计算可靠指标，则每一迭代过程所需计算的梯

度值亦增加 1 个；若采用单边差分法计算梯度值，相

应功能函数的调用次数亦增加 1 次。因此，采用

Cholesky 分解将随机变量 Yk
（1）、Yk

（2）独立化会导致

τ+Δτ时刻可靠指标计算的每次迭代都多调用 1 次

功能函数，从而降低可靠指标的求解效率。

不难发现，若能不增加 τ+Δτ时刻随机变量的

数目，将有助于提高该时刻可靠指标的计算效率。

1. 2. 2　各时刻可靠指标计算效率的影响

为达到足够的失效概率预测精度，PHI2 方法通

常将时间周期以较小的时间增量进行离散化，因

此，需要计算大量时刻处的跨越率。由式（10）可

知，求解任意时刻的跨越率均涉及到 β（τ）和 β（τ+
Δτ）的计算。因此，若采用 FORM 方法计算各时刻

的可靠指标，PHI2 方法将涉及大量 FORM 方法的

运行，显然，FORM 方法的分析效率会在很大程度

上影响 PHI2 方法的分析效率。然而，FORM 方法
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的每一迭代过程均需通过调用功能函数确定迭代

点的功能函数值与梯度值，若能在迭代过程中减少

功能函数的调用次数，时变可靠度分析效率将得到

极大提高。

1. 2. 3　二维积分的求解

由式（11）可知，Φ2[β（τ）,-β（τ+ Δτ）,ρG（τ,τ+
Δτ）]本质上是二维积分，尽管可采用数值积分求解，

但并不特别方便。尤其需要指出的是，PHI2 方法

中，ρG（τ,τ+Δτ）的值较为接近-1[19]，此时采用二维

数值积分时 φ2（·）中的大部分积分节点为无效节

点 [22]，导致二维数值积分方法效率较低。

若能避免直接采用二维数值积分求解Φ2[β（τ）,
-β（τ+Δτ）,ρG（τ,τ+Δτ）]，将有助于改善时变可靠

度分析的性能。

2　高效的时变可靠度分析方法

为提高 PHI2 方法的计算效率，引入 3 个策略对

其进行改进：

1）不引入 Cholesky 分解将随机变量Yk
（1）与Yk

（2）

独立化，以避免各个时刻可靠指标计算时随机变量

数目的增加。

2）引入基于主动学习 Kriging 模型的改进一次

可 靠 度 方 法 [17] 计 算 各 时 刻 的 可 靠 指 标 ，以 提 高

FORM 方法的计算效率。

3）利用降维方法将式（11）中的二维积分转化

为一维积分，以简化计算。

2. 1　无 Cholesky分解时相关系数的计算

若不引入 Cholesky 分解将随机变量Yk
（1）与Yk

（2）

独立化，即 τ时刻与 τ+Δτ时刻的Yk
（1）与Yk

（2）均为基

本随机变量，那么 τ时刻与 τ+Δτ时刻的功能函数均

只涉及 n个随机变量，这有助于改善 β（τ+Δτ）的计

算效率，但 ρG（τ,τ+Δτ）的表达式（9）将不再适用。

综合式（6）、式（7）不难发现，τ时刻的近似极限

状态面仍可由式（7）表示，但 τ+Δτ时刻的近似极限

状态面需修改为

α_ ( τ+ Δτ ) u_
( 2 ) + β ( τ+ Δτ )= 0 （12）

式中：u（2）=（Yk
（2）,u3…un+1），α（τ+Δτ）=（αh,1,αh,3…

αh,n+1）。很明显，u（2）中仅包含 n个随机变量。定义

标准正态变量

VL = al,1-Y k

( 1 ) + ∑
i= 3

n+ 1

al,i u i （13）

VH = -a h,1-Y k

( 2 ) + ∑
i= 3

n+ 1

-a h,i u i （14）

VL与VH间的相关系数为

ρVLVH = E (VL ⋅VH )=

E
é

ë

ê
êê
ê(al,1-Y k

( 1 ) + ∑
i= 3

n+ 1

al,i u i) ⋅ (-a h,1-Y k

( 2 ) + ∑
i= 3

n+ 1

-a h,i u i) ùûúúúú
（15）

当 i≠j时，有 E[ui·uj] =0。因此，式（15）可改

写为

ρVLVH = E
é

ë

ê
êê
êal,1-Y k

( 1 )

-a h,1-Y k

( 2 ) + (∑
i= 3

n+ 1

al,i u i-a h,i u i) ùûúúúú=

E (al,1-Y k

( 1 )

-a h,1-Y k

( 2 ))+ E (∑
i= 3

n+ 1

al,i u i-a h,i u i)=

al,1-a h,1E (-Y k

( 1 )

-Y k

( 2 ))+ ∑
i= 3

n+ 1

al,i-a h,i

（16）
由于式（16）中 E（Yk

（1）,Yk
（2））=ρYk（τ,τ+Δτ），式

（16）可被进一步化简成

ρVLVH = al,1-a h,1 ρYk(τ,τ+ Δτ )+ ∑
i= 3

n+ 1

al,i-a h,i      （17）

由式（7）、式（12）可知，ρG（τ,τ+Δτ）为 ρVLVH
的相

反数，即

ρG ( τ,τ+ Δτ )=

-é

ë
ê
êê
êal,1-a h,1 ρYk(τ,τ+ Δτ )+ ∑

i= 3

n+ 1

al,i-a h,i

ù

û
úúúú

  （18）
值得指出的是，若将无 Cholesky 分解的策略直

接与 PHI2 方法相结合，在计算 β（τ+Δτ）时仅涉及 n
个随机变量，可进一步提高 PHI2 方法的分析效率，

进而形成一个改进的 PHI2 方法，将此方法记为

PHI2-方法。

2. 2　基于主动学习 Kriging 模型的改进一次可靠

度方法

各时刻可靠指标的求解效率对时变可靠度分

析的效率十分重要。因此，采用高效的基于主动学

习 Kriging 模 型 的 改 进 一 次 可 靠 度 方 法（AK-

FORM）[17]求解 β（τ）和 β（τ+ Δτ），以改善各时刻可

靠指标的计算效率。

该方法在迭代过程中有两个阶段：全局搜索阶

段和局部搜索阶段。若第 q次迭代点 u（q）与第 q-1
次迭代点 u（q-1）的距离 ||u（q）-u（q-1）||大于等于某一较

小的阈值 c（可取 c=0. 1），则属于全局搜索阶段，否

则属于局部搜索阶段。在全局搜索阶段沿用已有

FORM 方法迭代至 ||u（q）-u（q-1）||<0. 1。在局部搜索

阶段，首先以全局搜索阶段的迭代点和计算梯度值

所用差分点为初始训练点{u（1）,u（2）…u（M）}（M为初始

样本点数）建立初始 Kriging 模型，然后根据 Kriging
模型在后续迭代点处的预测精确性自适应地更新

模型。假设第 l次更新的 Kriging 模型为 h͂（l）（U），由
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h͂（l）（U）确定的迭代点记作 u（M+l）。该迭代点的预测

精度可由 S（u（M+l））衡量。

S ( u( )M+ l )= h͂ ( )u( )M+ l s͂ ( )u( )M+ l （19）

式中：h͂（u（M+l））和 s͂（u（M+l））分别为 u（M+l）对应的预测

值和标准差。由 Kriging 模型的高斯特性可知，

S（u（M+l））≥50 时，u（M+l）对应的预测响应 z（M+l）的误

差小于 6% 的概率大于 99. 7%，说明 z（M+l）具有较高

预测精度，不需要更新 h͂（l）（U）。反之，需要将 u（M+l）

加入训练点集 {u（1）,u（2）…u（M+l-1）}，并结合该点真实

的响应 z（k+l）更新 h͂（l）（U），即

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

h͂ ( l+ 1 )( )U = h͂ ( l )( )U ,   S ( u( )M+ l )≥ 50
h͂ ( l+ 1 )( )U = f T (U ) P ( l+ 1 ) + m (U )( l+ 1 ),
S ( u( )M+ l ) < 50

（20）

式中：f（U）为多项式基函数；P（l+1）、m（U）（l+1）分别为

利用训练点 {u（1）,u（2）…u（M+l）}及其真实的响应建立

的回归系数向量和方差为 σ2的零均值高斯过程。在

局部搜索阶段的每一迭代过程中，均采用更新的

Kriging 模型式（20）代替功能函数进行计算。正是

由于在局部搜索阶段引入了自适应的更新 Kriging
模型，AK-FORM 方法通常较常规的 FORM 方法具

有更高的计算效率。AK-FORM 方法的流程图见

文献[17]。
2. 3　二维标准正态分布函数的降维积分计算方法

为避免直接采用二维数值积分求解 Φ2[β（τ）,
-β（τ+Δτ）,ρG（τ,τ+Δτ）]，引入降维方法 [23]将二维

积分简化为一维积分，即

Φ 2[ β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),ρG (τ,τ+ Δτ ) ]=

Φ 2 ( β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),0 )+∫
0

ρG ( )τ,τ+ Δτ Φ 2 ( β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),λ )
∂λ

|
λ= y

dy=

Φ ( β ( τ ) )Φ (-β ( τ+ Δτ ) )+∫
0

ρG ( )τ,τ+ Δτ

φ 2 ( β ( τ ),-β ( τ+ Δτ ),y ) dy

  （21）

式中：Φ（·）表示一维标准正态分布函数。将式（21）
代入式（10），此时仅用一维数值积分方法即可求解

τ时刻的跨越率，相较于二维积分的求解更加简单

高效，并且解决了 ρG（τ,τ+Δτ）取值接近-1 所导致

的积分节点利用率低的问题，从而进一步提升了

PHI2 方法的时变可靠度分析效率。需要指出的是，

体系可靠度分析研究中，针对Φ2[β（τ）,-β（τ+Δτ）,
ρG（τ,τ+Δτ）]给出了一些简化的近似计算方法 [24-26]，

尽管由于不涉及积分而计算简单，但其适用范围与

精度往往受到一定影响。

2. 4　时变可靠度分析及步骤

将上述 3 个策略与 PHI2 方法相结合，即形成了

建议的基于 AK-FORM 方法和降维方法的高效时

变可靠度分析方法，简记为 K-PHI2 方法。该方法

流程图见图 1，其主要步骤包括

1）将时间段 [0,t]以 dt为间隔进行离散，并确定

时间增量 Δτ，使得 ρYk（τ,τ+Δτ）的取值位于 [0. 990,
0. 995]之间。

2）利用 AK-FORM 方法计算 τ和 τ+Δτ时刻的

可靠指标 β（τ）、β（τ+Δτ）和灵敏度系数 α（τ）、α（τ+
Δτ）。

3）参考无 Cholesky 分解策略，由式（18）计算 τ

和 τ+ Δτ时刻间的极限状态面相关系数 ρG（τ,τ+
Δτ）。

4）将步骤 2）和 3）中得到的 β（τ）、β（τ+Δτ）和 ρG

（τ,τ+Δτ）代入式（21），然后利用一维数值积分方法

求解Φ2[β（τ）,-β（τ+Δτ）,ρG（τ,τ+Δτ）]。

5）将Φ2[β（τ）,-β（τ+Δτ）,ρG（τ,τ+Δτ）]代入式

（10），确定 τ时刻的跨越率 v+（τ）。

6）不断重复步骤 2）~5）计算新时间 τ+dt的跨

越率，直至得到所有时刻的跨越率。

7）由式（3）计算失效概率 Pf,c（0,t）。

3　算例分析

首先通过一个设计的简单数值算例说明 K-

PHI2 方法的计算流程，然后用一个经典的具有显式

表达式的工程算例对比各方法的计算性能，最后将

验证后的方法应用到了涉及有限元分析的工程算

例中，进而表明 K-PHI2 对于各种时变可靠度问题

的适用性。各方法的效率以功能函数调用次数 N
来评估，精度由可靠指标的相对误差 εrβ来评估，即

图 1　K-PHI2方法流程图

Fig. 1　K-PHI2 method flowchart
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εrβ = (| βmcs -
-
β |/βmcs)× 100% （22）

式中：βmcs为 MCS 方法的可靠指标计算结果；β为其

余方法（即 PHI2 方法 [19]、PHI2-方法、PHI2+方法 [20]

以及 K-PHI2 方法）的可靠指标计算结果。其中，

PHI2+方法基于有限差分法对 PHI2 方法进行了改

进，其跨越率表达式为

v+
P (τ )= Ψ [ ( β ( τ+ Δτ )- β ( τ )) /A]φ ( β (τ ) ) A/Δτ

（23）
式中：A=||α（τ+Δτ）-α（τ）||；Ψ（x）=φ（x）-xΦ（x）；

φ（·）为一维标准正态概率密度函数。

3. 1　算例 1：数值算例

考察由文献[17]修改而来的功能函数

G (X,Y ( t ),t )= ( 1 - rt )R- G- Q ( t )     （24）
式中：退化系数 r=0. 009；随机变量向量 X={R,G}，
R和 G分别为构件的初始抗力和永久荷载效应，各

随机变量相互独立，其概率信息见表 1；Y（t）为高斯

过程，在此为时变的可变荷载效应 Q（t），其间隔时

间为 Δτ的两截口随机变量间的相关系数为

ρYk(τ,τ+ Δτ )= exp ( - (Δτ/λ) 2) （25）

式中：λ为相关长度，取 λ=1/12 a，时间间隔 Δτ=
0. 1λ，此时 ρYk（τ,τ+Δτ）=0. 99。各随机变量和随机

过程的统计信息见表 1。

该算例对构件 5 a内的时变可靠度进行评估，时

间段 [0,5]被均匀分成 125 个区间。由于引入了无

Cholesky 分解策略，K-PHI2 方法每个时刻的跨越

率计算仅涉及 3 个随机变量。以 τ=1 时的跨越率

v+（1）的求解为例，简要说明 K-PHI2 方法的计算

流程：首先，利用 AK-FORM 方法计算可靠指标

β（1）=4. 137 1、β（1+ Δτ）=4. 136 7 和灵敏度系数

α（1）=（-0. 815 841 5,0. 103 962 8,0. 568 853 5）、

α（1+Δτ）=（-0. 815 836 0,0. 103 964 3,0. 568 861 1），

这一过程仅需调用 36 次功能函数。相比较而言，

PHI2-方法计算可靠指标和灵敏度系数也仅涉及 3
个随机变量，但由于采用了传统 FORM 方法，其功

能函数调用次数为 88。由于需要 Cholesky 分解，

PHI2 方法计算可靠指标和灵敏度系数会涉及 4 个

随机变量。此外，PHI2 方法还采用传统 FORM 方

法，其功能函数调用次数为 99。然后，K-PHI2 方法

直接由式（18）得到 τ和 τ+ Δτ时刻的极限状态面

相关系数 ρG（1,1+ Δτ）=-0. 996 780 1。接下来，

将 β（1）、β（1+ Δτ）与 ρG（1,1+ Δτ）带入由降维策略

得到的式（21），即可直接利用一维数值积分方法求解

Φ2[β（1）, - β（1+ Δτ）, ρG（1, 1+ Δτ）] =2. 457 7×
10-6。最后，将求解结果代入式（10）即得到 τ时刻

的跨越率 v+（1）=1. 228 0×10-5。显然，K-PHI2 在

3 个方面对 PHI2 方法进行了改进，各方法的计算结

果见表 2 和图 2、图 3。

表 2 记录了各方法计算出的第 5 年时结构的失

效概率以及总的功能函数调用次数。图 2、图 3 分别

展示了各方法计算出的 5 a 内结构的时变可靠指标

和失效概率。由图可知，PHI2+方法精度较差，而

提出的 PHI2-、K-PHI2 方法与 PHI2 方法精度相当，

这与表 1 中的结果相吻合，表明 PHI2-、K-PHI2 方法

与 PHI2 方法一样具有良好精度。此外，相较于

表 1　算例 1中随机变量和随机过程统计信息

Table 1　Statistical information of random variables and 
processes for Example 1

参数

R

G

Q（t）

分布

正态

对数正态

高斯过程

均值

5. 3
30. 92

7

标准差

0. 371
5. 26
2. 03

表 2　算例 1的可靠指标计算结果

Table 2　Computed reliability index results for example 1

方法

MCS
PHI2
PHI2-

PHI2+
K-PHI2

N

126×106

12 375
11 000
12 375
4 590

Pf/10-3

3. 300
2. 500
2. 500
312. 1
2. 500

β

2. 715 9
2. 806 3
2. 806 3
0. 489 9
2. 806 3

εrβ/%

3. 270
3. 270
>50

3. 270

注：Pf和 β分别为各方法的失效概率和可靠指标计算结果。

图 3　算例 1的时变失效概率

Fig. 3　Time-varying failure probability for example 1

图 2　算例 1的时变可靠指标

Fig. 2　Time-varying reliability index for example 1
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PHI2 方法，由于不引入 Cholesky 分解，PHI2-方法

减少了 τ+Δτ时刻的基本随机变量数目，功能函数

的调用次数就由 12 375 次减少为 11 000 次，说明建

议的不引入 Cholesky 分解策略有助于提升可靠度

分析效率。而在 PHI2-方法的基础上，K-PHI2 方法

采用更高效的 AK-FORM 方法代替 FORM 方法计

算 β（τ）和 β（τ+ Δτ），从而使功能函数调用次数由

11 000 次降低至 4 590 次，说明 K-PHI2 方法能进一

步提升可靠度分析效率。需要指出的是，上述各方

法的效率均高于 MCS 方法。综上所述，PHI2-方法

在一定程度上提高了 PHI2 方法的效率，K-PHI2 方

法在其基础上做出进一步改善，在保证精度的同时

极大地提高了时变可靠度分析效率。

3. 2　算例 2：工程算例 1—显式表达式算例

考察如图 4 所示的矩形截面简支腐蚀梁的可靠

度问题 [11,19-20]，功能函数为

G (X,Y ( t ),t )= a ( t )b2 ( t ) σy/4 -

(F ( t ) L/4 + ca0b0L2 /8) （26）
a ( t )= a0 - 2rt; b ( t )= b0 - 2rt （27）

式中：X={σy,a0,b0}，σy、a0、b0 分别为材料屈服应力、

初始梁宽和梁，各随机变量相互独立，其概率信息

见表 3；Y（t）为高斯过程，在此为时变的竖向集中荷

载 F（t），其相关长度和时间间隔同算例 1。L=5 m
为 梁 的 跨 长 ；c=78. 5 kN/m3 为 钢 密 度 ；r=0. 03 
mm/a 为腐蚀速率。

表 4 统计了各方法对该算例的计算结果，图 5、
图 6 为各方法所得可靠指标和失效概率。结果表

明，PHI2+方法精度欠佳；其余方法与 MCS 方法之

间的可靠指标相对误差均在 5% 以内。其中，PHI2
方法总共需要调用 68 150 次功能函数，而 PHI2-方

法和 K-PHI2 方法分别仅需调用 61 955 次和 23 391
次功能函数。说明在保证精度的前提下，PHI2-方

法的效率稍高于 PHI2 方法和 PHI2+ 方法，而 K-

PHI2 方法的效率远高于其他各方法。实际工程中

存在许多与此算例类似的问题，而建议方法适用于

分析此类问题，且相较于 PHI2 方法和 PHI2+方法

性能更优，能高效准确地对结构可靠度进行分析。

3. 3　算例 3：工程算例 2—有限元算例

图 7 所示桁架结构 [27]的时变可靠度对应的功能

函数为

G (X,Y ( t ),t )= s0 - s (P ( t ),A,E ( t )) （28）
式中：X={A,E0}，A、E0分别为杆的横截面积和弹性

表 4　算例 2的可靠指标计算结果

Table 4　Computed reliability index results for example 2

方法

MCS

PHI2

PHI2-

PHI2+

K-PHI2

N

126×106

68 150

61 955

68 150

23 391

Pf/10-3

3. 487

2. 317

2. 317

290. 1

2. 317

β

2. 698

2. 831 5

2. 831 5

0. 553 3

2. 831 5

εrβ/%

4. 944

4. 944

20. 502

4. 944

图 4　简支腐蚀钢梁

Fig. 4　A simply supported corroded steel beam

表 3　算例 2中随机变量和随机过程统计信息

Table 3　Statistical information of random variables and 
processes for Example 2

参数

σy/MPa

a0/m

b0/m

F（t）/N

分布

对数正态

对数正态

对数正态

高斯过程

均值

240

0. 2

0. 04

3 500

标准差

24

0. 01

0. 004

700

图 5　算例 2的时变可靠指标

Fig. 5　Time-varying reliability index for example 2

图 6　算例 2的时变失效概率

Fig. 6　Time-varying failure probability for example 2
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模量初始值，各随机变量相互独立，其概率信息见

表 5；Y（t）为高斯过程，在此为时变的竖向集中荷载

P（t），其相关长度和时间间隔同算例 1。s（P,A,E（t））
为节点 O处的挠度 V，由有限元分析计算得出，其

中，E（t）=（1-rt）E0，r=0. 005 为退化系数；s0 为

s（P,A,E（t））的阈值，取 0. 105 m。

表 6、图 8 和图 9 中给出了各方法的计算结果。

由于 PHI2+会出现相对误差>100% 的情况，图表

中仅列出了 PHI2、PHI2-和 K-PHI2 方法的计算结

果。结果表明，K-PHI2 方法仅需调用 5 016 次功能

函数就能达到与 PHI2 相当的精度，相较于其他各

方法效率更高。尽管此算例的功能函数为隐式函

数且其响应涉及有限元求解，但计算结果表明，K-

PHI2 方法仍然具有较好的计算性能，反映了其处理

实际工程问题的适用性。

4　结论

从 3 个方面改善各时刻跨越率的计算效率，从

而形成一种高效的时变可靠度分析方法（K-PHI2 方

法），得到如下结论：

1）PHI2-方法能在一定程度上提高 PHI2 方法

的效率，即不引入 Cholesky 分解将随机变量 Yk
（1）与

Yk
（2）独立化，能避免 τ+ Δτ时刻随机变量数目的增

多，从而在一定程度上提高时变可靠度分析效率。

2）引入 AK-FORM 方法计算 τ和 τ+Δτ时刻的

可靠指标 β（τ）、β（τ+Δτ）和灵敏度系数 α（τ）、α（τ+
Δτ），明显减少了这一过程中功能函数的调用次数；

此外，引入降维方法将 Φ2[β（τ）,-β（τ+ Δτ）,ρG（τ,
τ+Δτ）]的求解简化为一维积分问题，进一步提高了

时变可靠度分析效率。

3）算例结果表明，提出的 K-PHI2 方法同时适

用于数值算例和工程算例，在保证精确度的情况

下 ，其 效 率 明 显 高 于 PHI2 方 法 、PHI2- 方 法 和

PHI2+方法。
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表 6　算例 3的可靠指标计算结果

Table 6　Computed reliability index results for example 3

方法

PHI2

PHI2-

K-PHI2

N

9 315

7 064

5 016

Pf/10-2

1. 910

1. 880

1. 910

β

2. 079 2

2. 071 7

2. 079 2

图 8　算例 3的时变可靠指标

Fig. 8　Time-varying reliability index for example 3

图 9　算例 3的时变失效概率

Fig. 9　Time-varying failure probability for example 3

表 5　桁架结构的分布信息

Table 5　Distribution information of the truss structure

变量

P（t）/N

A/m2

E0/Pa

分布

高斯过程

对数正态

对数正态

均值

5×104

2×10-3

2. 1×1011

标准差

7. 5×103

2×10-4

2. 1×1010

图 7　桁架结构

Fig. 7　The truss structure
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