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摘 要：饱和土体长时间渗流特性的研究具有重要意义。引入 Riemann-Liouville（R-L）分数阶导

数对达西定律进行修正（以下称修正渗流模型），以描述长时间渗流过程中土体渗透率的演化。文

献数据拟合结果表明：修正渗流模型能更好地描述流体速度随时间的非线性变化，且由修正渗流

模型反演出的反常渗透系数数值也在合理范围内。将修正渗流模型代入一维 Biot 固结方程组，推

导 R-L 分数阶扩散方程；采用显（时间域）-隐（空间域）差分格式对上述方程的数值计算过程进行推

导；通过两个算例验证程序的正确性。在此基础上，探讨修正渗流模型参数对饱和土体一维固结

过程的影响。结果表明：分数阶阶次 β体现了土体渗透率的衰减程度，阶次越高，渗透率越低，固结

速度越慢。此外，在渗透系数 k和 kβ 中，k对土体固结速度的影响占主导地位，因此，为了简化拟合

过程而假定 k为零不合理。
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One-dimensional consolidation characteristics of saturated soils 
considering memory effect of seepage process
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Abstract: The long-term seepage characteristics of fluid flow in saturated soils are of great importance. The 
Riemann-Liouville (R-L) fractional derivative was adopted to modify classical Darcy’s law (hereinafter referred 
to as modified seepage model) to describe the evolution of soil permeability during the long-term seepage 
process. Data fitting of experimental results given in published literature shows that the modified seepage model 
could more accurately describe the nonlinear evolution of fluid velocity with time. Moreover, the anomalous 
permeability coefficient value obtained with the modified seepage model is found to be reasonable. The R-L 

DOI： 10. 11835/j. issn. 2096-6717. 2024. 088

收稿日期：2024⁃06⁃24
基金项目：国家自然科学基金（12272284）；陕西省教育厅科学研究计划重点项目（重点实验室项目）（23JS033）
作者简介：曾涛（1984- ），男，博士，副教授，主要从事脆性材料宏细观本构以及深地工程中多场耦合问题研究，E-mail：

taozeng@xauat.edu.cn。
Received: 2024⁃06⁃24
Foundation items: National Natural Science Foundation of China (No. 12272284); Education Department of Shaanxi Provincial 

Government (No. 23JS033)
Author brief: ZENG Tao (1984- ), PhD, associate professor, main research interests: macro- and micro-constitutive model of 

brittle materials and multi-field coupling problems in deep earth engineering, E-mail: taozeng@xauat.edu.cn.

开放科学（资源服务）标识码 OSID:



第  48 卷土 木 与 环 境 工 程 学 报（中 英 文）

fractional diffusion equation was derived by integrating the modified seepage model into the one-dimensional 
Biot consolidation model. The explicit (time domain) -implicit (space domain) difference method was employed 
to discretize the above equation, and the correctness of the algorithm was verified through two numerical 
examples. On this basis, the influence of the modified seepage model parameters on the one-dimensional 
consolidation process of saturated soils was investigated. The results show that the fractional order β reflects the 
degree of soil permeability decay. The higher the fractional order, the lower the soil permeability, which leads 
to a further decrease in the consolidation rate; additionally, the permeability coefficient k plays a more dominant 
role than kβ. Thus, k should not be assumed to be zero to simplify the fitting process.
Keywords: saturated soils； consolidation； fractional derivative； Darcy’s law； finite difference method

达西定律是太沙基建立经典固结理论的基础，

其描述了饱和土体中流体速度与压力梯度或水力

梯度之间的线性关系，比例系数（即渗透系数）取决

于介质和流体的物理性质。然而，许多渗流试验表

明，饱和土体的渗透性会随着其结构的改变而变

化 [1-2]，导致线性 Darcy 定律不再适用。

为了描述流体流动的非线性现象（尤其是低速

段），学者们开展了大量研究。Hansbo[3]最先采用分

段幂函数描述黏土介质中的流体流动，但由于采用

了分段函数，模型参数较多。Swartzendruber[4]则采

用负指数函数修正达西定律，建立了低速段和高速

段通用的渗流公式。Bear[5]提出了更为简洁的分段

线性函数数学模型，但该模型仅适用于水力梯度较

大的场景。

学者们还进一步研究了非线性渗流对固结的

影响。李传勋等 [6]基于 Swartzendruber[4]指数渗流模

型研究了内部竖向附加应力随深度线性变化的土

体固结机制。在此基础上，结合统一硬化本构模

型，刘忠玉等 [7]建立了饱和黏土一维流变固结理论。

依据考虑起始水力坡降的分段渗流模型，李全军

等 [8]建立了饱和土固结理论，并对逐级加载工况下

饱和土固结模型进行了分析。通过引入 Hansbo 分

段渗流模型和对数压缩渗透模型，胡闽等 [9]和李兆

帅等 [10]分别推导了变荷载软土一维非线性固结理论

和软土一维大应变固结理论。

以上非线性渗流模型及相关固结模型均基于

整数阶微积分理论。近年来，分数阶微积分的应用

日益广泛。作为一种数学工具，分数阶微积分在处

理复杂系统时展现出独特优势：能够捕捉到系统的

历史依赖性和长程相互作用，使相应数学模型在描

述具有记忆效应和非局部特性的物理过程时更加

准确。因此，考虑渗流过程中土体孔隙结构时间和

空间非局部特性的分数阶渗流模型逐渐被开发出

来，主要分为 3 类。第 1 类：利用时间分数阶导数对

渗透系数进行修正，以体现渗流过程中的时间非局

部性。Caputo[11]提出此类分数阶达西定律来描述砂

土 渗 透 率 随 时 间 变 化 的 现 象 ；基 于 此 类 形 式 ，

Hossain 等 [12]也提出了描述油藏开发过程中流体流

动特性的分数阶渗流模型，不同之处在于该模型并

不包含反常渗透系数。第 2 类：对传统渗流模型的

微分项（速度 q对水力梯度 i的微分）进行修正，以更

好地描述土中流体的非线性流动现象。杨帅 [13]应用

分数阶导数对达西定律的微分形式进行修正，相比

Izbash 模型，其具有量纲平衡等优点。Tu 等 [14]利用

分数达西模型对 Forchheimer 和 Izbash 方程进行修

正，以表征承压完整井的非达西行为。第 3 类：应用

分数阶导数对 Darcy 定律中的压力梯度进行修正

（压力 p对空间位置 x的分数阶导数），以描述土体

渗流过程中的空间非局部性。王睿等 [15-16]提出了分

数阶理查兹方程，其研究结果表明模型能较好地描

述非饱和土中的流体流动过程。

然而，不合理的分数阶模型不仅使试验数据的

拟合变得更加困难，还影响对渗流行为的合理解

释。在长时间的定水头试验中，受限于测试条件，

土体内部压力梯度的变化未知。因此，目前的研究

大多假定压力梯度为常数。此时，若采用 Caputo 及

Caputo-Fabrizio 分数阶导数，拟合试验数据时就需

要结合经验公式。此为上述两类分数阶导数对常

数的导数为零所致。另外，Conformable 分数阶导数

是一种局部性质的导数，缺乏记忆效应，无法反映

土体渗透性与其历史状态相关的性质。Riesz 分数

阶导数则定义在 Sobolev 等特定的函数空间。

为进一步丰富非线性渗流模型，笔者利用 R-L
分数阶导数算子对 Caputo 等 [11]提出的分数阶达西

定律进行修正，并依据文献数据验证模型的合理

性。为探究 R-L 分数阶渗流模型对固结过程的影

响，结合一维 Biot固结方程组，推导 R-L 型分数阶扩

散方程并给出详细的数值实现方案。在此基础上，

依据不同边界条件，分析分数阶阶次和反常渗透系

数对土体固结过程的影响，并进一步讨论分数阶阶

次在固结理论中的物理意义。
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1　R-L分数阶导数渗流模型

1. 1　R-L分数阶微积分的基本概念

分数阶微积分的 β阶卷积核 γ ( β )为 [17]

Y ( β )= t β- 1
+

Γ ( β )
（1）

式中：β为大于 0 的非整数；Γ 为伽马函数。

t β- 1
+ =ì

í
î

t β- 1,  t> 0
0,  t≤ 0

（2）

在可积区间 (0,t )上，分数阶阶次为 β的 R-L 微

积分定义为

D-β
0,t f ( t )= Y ( )β ⋅ f ( t )=

1
Γ ( β ) ∫0

t

( t- τ ) β- 1
f ( τ ) dτ （3）

则相应的 β阶 R-L 分数阶导数为

Dβ
0,t f ( t )= dm

dtm
D-(m- β )

0,t f ( t )= dm

dtm (γ ( β ) ⋅ f ( t ))=

                     1
Γ (m- β )

dm

dtm ∫0

t f ( τ ) dτ
( t- τ )β- m+ 1

（4）
式中：m为大于 β的最小正整数（本文默认 0 ≤ β< 1，

则 m= 1）；γ ( β )= Y (1 - β )= t-β

Γ ( )1 - β
，通常也

被称作分数阶导数的记忆函数 [18]。R-L 分数阶导数

通过 γ ( β )与 f ( t )卷积，描述了包含从初始时刻 0 到

当前时刻 t内历史时刻 τ的函数值变化对分数阶导

数结果的影响，这种影响在时间上非局部。因此，

R-L 分数阶导数具有记忆效应，即物理量 Dβ
0,t f ( t )

的当前状态与 f ( t )的历史状态有关。

1. 2　分数阶导数修正的渗流模型

一般而言，饱和土体中流体的速度 q和压力梯

度 ∇p满足线性达西定律

q= - k
γ f

∇p （5）

式中：q为流体的速度，m/s；k为渗透系数，m/s；γ f 为

液体的重度，N/m3。

长时间渗流作用会改变土体渗透率，而渗透率

的变化又与先前土体内水力梯度场的状态有关 [18]，

使渗流在时间上呈现出非局部特性，即记忆效应。

基于此，利用 R-L 分数阶导数对上述线性达西定律

进行修正。

fβ = m 1 + m 2
t-β

Γ ( )1 - β
（6）

q ( )x,t = - ∂
∂t
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúfβ( )t ⋅ k

γ f
∇p ( )x,t =

- ∂
∂t

ì
í
î

ïïïï

ïïïï
∫

0

t k
γ f

∇p ( x,τ ) ⋅
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

m 1 + m 2
( )t- τ

-β

Γ ( )1 - β
dτ
ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
=

- k
γ f

∂
∂t (∫0

t

m 1 ∇p ( x,τ ) dτ )- 1
Γ ( )1 - β

kβ
γ f

∂
∂t ⋅

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú∫

0

t

m 2( )t- τ
-β∇p ( )x,τ dτ （7）

令m 1 = m 2 = 1，整理式（7），得到可用于描述反

常扩散过程中的压力-通量关系式

γ fq= -( k+ kβ Dβ
0,t ) ∇p （8）

式中：kβ为反常渗透系数，m/s1 - β，体现了记忆效应

对渗流的非线性影响；Dβ
0,t(•)为由式（4）定义的 R-L

分数阶导数。

2　分数阶导数修正渗流模型的验证

目前，研究人员大多倾向于使用Caputo分数阶导

数来描述非线性渗流现象，主要原因是 Caputo分数阶

导数易于求解[19]。然而，相比 Caputo分数阶导数，R-L
分数阶导数有其独特优势。

在长时间的定水头渗流试验中，由于测试条件

的限制，无法得知渗流土体内部每一时刻的压力梯

度，因此往往假定压力梯度为常数。在 Caputo 分数

阶导数的定义下，常数的导数为 0。上述假定增加

了试验数据拟合的复杂性，往往需要借助经验公式

来解决。在 R-L 分数阶导数定义下，常数的导数为

与时间相关的幂函数，有助于试验数据的拟合。

利用修正渗流模型（式（8））对 Iaffaldano 等 [20]和

胡 宇 轩 等 [21] 的 数 据 进 行 拟 合 。 需 要 指 出 的 是 ，

Iaffaldano 等 [20]采用 Caputo 分数阶导数对达西定律

进行修正，拟合长时间定水头渗流试验得到的数

据，在拟合过程中使用了经验公式。而且，为了简

化拟合过程，Iaffaldano 等 [20]还进一步假定 k= 0。
2. 1　基于 Levenberg-Marquardt方法的参数拟合

假定水头渗流试验中的压力梯度为常数，基于

R-L 分数阶导数的性质，其渗流模型可表示为

q ( t )= ( kγ f
∇p+ kβ

γ f

t-β∇p
Γ ( )1 - β ) （9）

式中：参数 k、kβ 和 β可通过 Levenberg-Marquardt 非
线性拟合方法得到。根据式（9）和试验数据，任意

时刻计算流速（q ( ti)）和实际流速 qi的误差（以下简

称残差）为

ei = q ( ti)- qi = ( kγ f
∇p+ kβ

γ f

ti-β∇p
Γ ( )1 - β )- qi   （10）

参数向量 z= (k,kβ,β ) T
的残差向量以及残差

向量的雅克比矩阵为
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∇p
γ f

t1 -β∇p
γ f Γ ( )1 - β

kβ∇pt1 -β

γ f ( )ψ ( )1 - β - ln t1
Γ ( )1 - β

∇p
γ f

t2 -β∇p
γ f Γ ( )1 - β

kβ∇pt2 -β

γ f ( )ψ ( )1 - β - ln t2
Γ ( )1 - β

⋯ ⋯ ⋯

∇p
γ f

tT-β∇p
γ f Γ ( )1 - β

kβ∇ptT -β

γ f ( )ψ ( )1 - β - ln tT
Γ ( )1 - β

（12）
式中：ψ为 Digamma 函数。Levenberg-Marquardt 非
线性拟合程序实现流程如图 1 所示。

图 1中 I为单位矩阵，λ为阻尼因子，初始值为 1。
2. 2　结果分析

图 2 分别给出了由 R-L 和 Caputo 分数阶导数修

正的渗流模型所拟合的试验曲线。由图 2 可见，当

渗透系数非零时，即 k≠ 0 时，前者与试验数据更为

吻合，并且拟合得到的反常渗透系数处于砂土渗透

系数范围内。

为进一步验证修正渗流模型的适用性，对胡宇

轩等 [21]所做中等砂性土负压排水试验数据进行拟

合，结果如图 3 所示。可以观察到，修正渗流模型能

较好地描述试验现象，并且拟合得到的渗透系数的

量级与原文献一致（4. 42 × 10-5 m/s）。

图 1　Levenberg-Marquardt非线性拟合程序流程图

Fig. 1　Schematic diagram of Levenberg-Marquardt 
nonlinear fitting program

（a） 试验 5

（b） 试验 2

（c） 试验 3

（d） 试验 4
图 2　拟合曲线对比图

Fig. 2　Comparison of the fitting curves for 
different models
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3　一维分数阶固结方程及数值求解

3. 1　一维分数阶固结方程

将修正渗流模型式（8）代入一维 Biot 固结方程

组中 [22]，得到

M
∂2u
∂x2 - α

∂p
∂x = 0 （13）

S
∂p
∂t + ∇q+ α

∂ε
∂t = 0 （14）

式中：u为骨架位移；p为孔隙压力；M= λ+ 2G，λ

和 G为拉梅常数；α为 Biot 固结系数；S= n/Kw +
(α- n) /K s，为介质的总储水系数，n为孔隙率，Kw

为液体的体积模量，K s 为固体颗粒的体积模量；ε为
体积应变，一维情况下满足关系式 ε= εxx = ∂u/∂x。
式（8）、式（13）、式（14）构成了饱和土体一维分数阶

固结方程组。

将式（13）对 x积分再对 t求偏导，代入式（14）得

( α2

M
+ S) ∂p

∂t = -∇q （15）

将式（8）代入式（15），得到 R-L 分数阶扩散方程

∂p
∂t = c∇2 p+ cβ Dβ

0,t(∇2 p) （16）

式 中 ：c= k/( γ fα2 /M+ γ fS )；cβ = kβ/( γ fα2 /M+
γ fS )。
3. 2　一维固结方程有限差分解

将 R-L 分数阶扩散方程改写为式（17）所示一般

形式，其中 f ( x,t )可视为源项。

∂p ( x,t )
∂t = c

∂2 p ( x,t )
∂x2 +

é

ë

ê
êê
ê
ê
êcβD 1 - r

0,t ( ∂2 p ( x,t )
∂x2 ) ùûúúúú+

f ( x,t ) , 0 < x< L, 0 < t≤ T （17）
为了推导 R-L 分数阶扩散方程的有限差分格

式，在 ( x,t )平面上定义一系列差分网格点。令M

和 N为两个正整数，分别代表空间域和时间域划分

的网格数，则 dx= L/M，dt= T/N，代表空间和时

间方向上的网格间距，网格节点 xi = idx（1 ≤ i≤
M- 1），tn = ndt（1 ≤ n≤ N），如图 4 所示。其中 L
和 T分别为有限域和时间域的长度。

以两边透水边界条件为例推导式（17）的有限

差分离散格式。

为简化后续表达式，定义算符

δx 2 pni = 1
dx2 ( pni- 1 - 2pni + pni+ 1 )

δ 2
x p

n- 1
2

i = 1
2 ( δx 2 pni + δx 2 pn- 1

i )

δt p
n- 1

2
i = 1

dt ( pni - pn- 1
i )

在 R-L 分数阶定义下，可以得到近似关系式 [23]

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úD 1 - r

0,t ( )∂2 pni
∂x2 = dt r- 1

Γ ( 1 + r )
·

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-∑

k= 1

n- 1

( an- k- 1 - an- k ) δ 2
x pki - an- 1δ 2

x p0
i + δ 2

x uni +

t r- 1
n

Γ ( r )
δ 2
x p0

i （18）

考虑到式（18）中的累加项，在构造式（17）的有

限差分格式时，n= 1 和 n> 1 需分开讨论。

当 n= 1 时：

1
2
é

ë
ê
êê
ê ∂p1

i

∂t + ∂p0
i

∂t
ù

û
úúúú= cβ D 1 - r

0,t ( ∂2 p1
i

∂x2 )+

f 1
i + c

2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

p1
i+ 1 - 2p1

i + p1
i- 1

dx2 + p0
i+ 1 - 2p0

i + p0
i- 1

dx2

（19）
整理后化简为

图 4　一维问题有限差分网格示意图

Fig. 4　Schematic diagram of finite difference grid for the 
one-dimensional problem

（a） 第 1 次渗流试验

（b） 第 2 次渗流试验

图 3　负压排水试验数据拟合图

Fig. 3　Fitting curves of negative pressure drainage 
test data
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δt p
1
2
i =

cβdt r- 1

Γ ( r+ 1 )
[ δ 2

x p1
i +( r- 1 ) δ 2

x p0
i ]+ f 1

i + cδ 2
x p

1
2
i

   （20）
当 n> 1 时：

1
2
é

ë
ê
êê
ê ∂pni

∂t + ∂pn-1
i

∂t
ù

û
úúúú=

cβ
2
é

ë

ê
êê
êD 1- r

0,t ( ∂2 pni
∂x2 )+D 1- r

0,t ( ∂2 pn-1
i

∂x2 ) ùûúúúú+
c
2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

pni+1-2pni +pni-1

dx2 + pn-1
i+1 -2pn-1

i +pn-1
i-1

dx2 +

1
2 ( )f ni + f n- 1

i （21）

整理后化简为

δt p
n- 1

2
i = cβdt r- 1

Γ ( r+ 1 )
·

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-∑

k=1

n-1

( an-k-1-an-k ) δ 2
x p

k- 1
2

i -an-1δ 2
x p0

i +δ 2
x p

n- 1
2

i +

cβ
t r- 1
n + t r- 1

n- 1

2Γ ( r )
δ 2
x p0

i + cδ 2
x p

n- 1
2

i + f
n- 1

2
i （22）

3. 3　有限差分计算矩阵及验证

式（20）可用矩阵关系式表示为

A 1 p1 = B 1 p0 + d 1 （23）

A 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú1
-( s+ b ) 1 + 2s+ 2b -( s+ b )

⋱ ⋱ ⋱
-( s+ b ) 1 + 2s+ 2b -( s+ b )

1

（24）

B 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú0

sr- s+ b -2( sr- s- 1
2 + b ) sr- s+ b

⋱ ⋱ ⋱

sr- s+ b -2( sr- s- 1
2 + b ) sr- s+ b

0

（25）

d 1 = [ p1
0 dtf 1

1 ⋯ dtf 1
M- 1 p1

M ] T

1 ×(M+ 1 )

（26）

式（22）可用矩阵关系式表示为

A 2 pn = B 2 pn- 1 - s∑
k= 1

n- 1

( an- k- 1 - an- k ) Bpk- 1
2 +

sa͂n- 1Bp0 + d 2 （27）

A 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú
1

-( s2 + b ) 1 + s+ 2b -( s2 + b )

⋱ ⋱ ⋱

-( s2 + b ) 1 + s+ 2b -( s2 + b )

1

（28）

B 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú0
s
2 + b -( s+ 2b- 1 ) s

2 + b

⋱ ⋱ ⋱
s
2 + b -( s+ 2b- 1 ) s

2 + b

0

（29）

B=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú0
1 -2 1

⋱ ⋱ ⋱
1 -2 1

0

（30）

d 2 = é
ë
êêêêpn0 dtf n- 1

2
1 ⋯ dtf n- 1

2
M- 1 pnM

ù
û
úúúú

T

1 ×(M+ 1 )

（31）

式中：s= cβ ⋅ dt r

Γ ( r+ 1 ) dx2 ，b= c ⋅ dt
2dx2 。A 1、A 2、B、B 1 和

B 2 都为 (M+ 1)× (M+ 1)的方阵。

依照上述有限差分格式，编制相应的程序。为

验证计算程序的可靠性，首先将式（17）修改为

∂p ( x,t )
∂t =D 1- r

0,t
é

ë
ê
êê
êcβ

∂2 p ( x,t )
∂x2

ù

û
úúúú+ c

∂2 p ( x,t )
∂x2 + f ( x,t ),

 0 < x< 1, 0 < t≤ 0.5 （32）
然后，依照陆金甫等 [24]和 Zhang 等 [23]算例给出

相应的参数、初始条件和边界条件。
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算例 1[24]：

p ( 0,t )= 0, p ( 1,t )= 0, p ( x,0 )= 0 （33）
当 f ( x,t )= (1 + 4tπ2) sin (2πx)，cβ = 0，c= 1

时，式（32）退化为经典一维扩散方程，相应初边值

条件下的解为 p ( x,t )= sin (2πx) t。
算例 2[23]：

p ( 0,t )= t 3 + r + 1 
p ( 1,t )= e( t 3 + r + 1 ),0 < t≤ 0.5
p ( x,0 )= ex, 0 ≤ x≤ 1

（34）

当 f ( x,t )=exé
ë
ê
êê
ê( 3+r ) t 2+r- t r-1

Γ ( r )
- Γ ( 4+r )

Γ ( 3+2r )
· 

t 2 + 2r ]，cβ = 1，c= 0 时，式（32）为经典一维分数阶扩

散 方 程 ，相 应 初 边 值 条 件 下 的 解 为 p ( x,t )=
ex ( t 3 + r + 1 )。

图 5 给出了两个算例数值解与解析解的对比。

由图 5 可知，数值解与解析解一致，验证了计算程序

的可靠性。

4　一维分数阶固结模型结果与讨论

4. 1　数值模型及初边值条件

假定有一个高度为 h的饱和土柱，以土柱底面

为坐标原点，x轴向上为正方向，土柱顶面受压力 F

作用，如图 6 所示。

初始条件：

u ( x,0 )= 0, p ( x,0 )= p0 = F （35）
边界条件：

工况 1（单面透水）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

M
∂u ( )h,t

∂x = -F

u ( )0,t = 0
,  
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

p ( )h,t = 0
∂p ( )0,t

∂x = 0
  （36）

工况 2（双面透水）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

M
∂u ( )h,t

∂x = -F

u ( )0,t = 0
,  
ì
í
î

ïï
ïï

p ( )h,t = 0
p ( )0,t = 0

（37）

在求得超孔隙水压力 p后，不同时刻土柱的平

均固结度按式（38）计算。

U p = 1 - dx
p0h ∑

i= 1

M- 1

pni （38）

为了减少曲线拟合过程中所需参数，Alaimo
等 [25]假定数值模型中的渗透系数 k= 0。然而，通过

拟合所得反常渗透系数的值远超砂土渗透系数的

正常范围。因此，假定 k≠ 0。
数值模型参数见表 1。

4. 2　固结模型的网格选取

在有限差分数值计算中，空间和时间网格的选

取对于数值结果的精确性和计算效率至关重要。

为了确定适当的网格大小，在时间和空间上分

别将网格细化，将获得的结果作为基准，然后逐步

增大网格，观察网格大小对结果的影响。这种逐步

放大网格的方法有助于评估有限差分方法的稳定

性，并为找到最优的计算效率和精确度平衡点提供

参考 [26]。

采用的数值模型边界条件与工况 2 一致，同时，

将分数阶阶次 β固定为 0. 5，其余参数见表 1。图 7、
图 8 纵 坐 标 为 x/h= 0. 5 时 的 孔 隙 水 压 力 差 值

Δ p p0(p p0 | dx - p p0 | dx基准
和 )p p0 | dt - p p0 | dt基准

。

在时间网格统一固定为 2 的情况下，将空间网

图 5　有限差分程序验证图

Fig. 5　Verification of finite difference procedure

图 6　一维固结模型示意图

Fig. 6　Schematic diagram of a one-dimensional 
consolidation model

表  1　土柱固结计算参数

Table 1　Calculation parameters for soil column consolidation

柱体高

度 h/m
1

孔隙率

n

0. 2

比奥系

数 α

1

弹性模量

E/Pa
6. 0×105

顶部均布荷

载 F/Pa
1. 0×105

初始孔压

p0/Pa
1. 0×105

土体体积模

量Ks/Pa
4×1010

水的体积模

量Kf/Pa
5×109

渗透系数

k/(m/s)
1×10-6

反常渗透系数

kβ/(m/s1-β)
1×10-6

水的密度

ρ/(kg/m3)
1 000
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格为 0. 001 的结果作为标准。空间网格分别为 0. 1、
0. 05、0. 02、0. 01 时的结果与标准结果的差异如图 7
所示。可以观察到最大误差在 0. 008 以内，表明随

着空间网格密度的变化，模拟结果的偏差相对较

小。此外，当空间网格小于等于 0. 05 时，误差曲线

波动明显减小。

将空间网格统一固定为 0. 05，将时间网格为

0. 1 时的结果作为标准。不同时间网格（5. 0、3. 0、
1. 0、0. 5）所得结果与标准结果的差异如图 8 所示。

观察到最大误差在 0. 000 5 以内，该值小于空间网

格变化引起的误差。表明空间网格的变化对模拟

结果的影响相比时间网格更明显。

因此，对于空间长度 h= 1 m 和时间跨度 T=
50 000 s的固结模型，综合考虑计算效率和结果精度

两个因素，选取 dx= 0. 02 m 和 dt= 1 s 作为后续计

算中的网格大小。

4. 3　参数分析

4. 3. 1　分数阶阶次 β对固结过程的影响

图 9 和图 10 分别给出了不同分数阶阶次下土

柱内部 x/h= 0. 5 时超孔隙水压力消散的过程（当

分数阶阶次 β= 0 时，式（8）退化为经典达西定律）。

两种工况下的结果表明：分数阶固结模型使土柱超

孔隙水压力的消散速率明显降低，且分数阶阶次越

高，消散速率越低。

图 11 和图 12 分别为不同分数阶阶次下土柱固

结度随时间的变化曲线。可以看出，土柱固结的规

律和超孔隙水压力消散曲线的变化趋势一致，即相

同条件下分数阶固结模型的固结速率低于普通固

结模型，且分数阶阶次越高，速率越低。因此，忽略

图 11　工况 1中固结度随时间的变化

Fig. 11　Time evolution of consolidation degree 
under Case 1

图 12　工况 2中固结度随时间的变化

Fig. 12　Time evolution of consolidation degree 
under Case 2

图 10　工况 2中孔压随时间的变化

Fig. 10　Time evolution of pore pressure under Case 2

图 8　时间网格误差图

Fig. 8　Error curves due to time grids

图 7　空间网格误差图

Fig. 7　Error curves due to spatial grids

图 9　工况 1中孔压随时间的变化

Fig. 9　Time evolution of pore pressure under Case 1
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固结过程中的非线性渗流现象，土体的固结速率会

被高估。

此外，两种工况的结果表明，当 kβ = k且 β为

0~0. 5 时，分数阶阶次变化对曲线的影响较明显，

当阶次超过 0. 5 后，阶次变化对固结结果的影响几

乎可以忽略不计。

4. 3. 2　反常渗透系数 kβ对固结过程的影响

以工况 1 为例讨论 kβ 对土体固结过程的影响。

图 13 给出了 β为0. 2，kβ 分别为 1×10-5、8×10-6、

5×10-6、3×10-6、1×10-6 和 1×10-7 时土体固结度

随时间的变化曲线（其余参数与表 1 一致）。可以看

出，kβ k值越大，初期固结度越高，随着时间的推移，

差异愈发明显。此外，kβ的增大虽加快了土体固结

速率，但总体固结时间十分接近，说明在两个渗透

系数中 k是影响土体固结过程的主要因素。因此，

为了简化拟合过程而将修正渗流模型中的渗透系

数 k假定为零不合理。

4. 4　分数阶阶次的讨论

与具有明确解释的整数阶微积分相比，分数阶

微积分迄今为止还没有一个统一的物理与几何意

义。然而，在金融、物理等多个领域中，分数阶导数

被认为是适合描述复杂系统的数学工具。记忆性

是复杂系统中常见的特征，R-L 分数阶导数中的记

忆函数 γ ( β )展示了其记忆效应 [27]。由式（4）可知，

f ( t )的 R-L 分数阶导数可看作是对 f ( t )加权积分后

再求导的结果（权函数为 γ ( β )）；在加权积分中，

f ( t )的权值大小与分数阶阶次 β相关。当 β趋于 1
时，γ ( β ) 退化为没有记忆效应的单位脉冲函数

δ ( t )；当 β趋于 0 时，γ ( β )变为具有理想记忆性的单

位阶跃函数H ( t )，即对各个时刻 f ( t )的记忆性完全

相同。

提出修正渗流模型的目的是描述在长时间渗

流作用下土体渗透率的演化现象。综合考虑分数

阶阶次 β与记忆效应的关系以及土体内压力梯度为

定值的假定，可认为分数阶阶次 β是反映土体渗透

率变化程度的一个变量。如图 14 所示，当 β= 0 时

（模型退化成达西定律），在长时间渗流作用下，土

体渗透率并未发生改变，即土体具有理想记忆性，

且压力梯度一定，流速为一定值。随着 β→ 1，土体

渗透率在固结作用下减小（在固结过程中即表现为

土体压密所导致的渗透率减小），即土体记忆性减

小，导致流速降低。

图 15 为不同分数阶阶次下流体加速度大小随

时间的变化（负号表示加速度方向与速度方向相

反）。可以看出，随着 β的增大，流速衰减变快，即流

体受到的阻力增大，进一步说明 β是体现土体在长

时间渗流作用下渗透率衰减程度的一个变量。β越

大，土体记忆效应越弱，渗透率减小程度越大。

5　结论

采用 R-L 分数阶导数算子对线性达西定律进行

修正，以反映长时间渗流过程中土体渗透率的演化

规律，通过已有文献的试验数据验证了模型的合理

性。根据推导的分数阶扩散方程编写相应的有限

差分计算程序，并对固结模型进行参数分析，得到

以下主要结论：

1）提出的修正渗流模型能更好地描述试验现

象。同时，在渗透系数 k≠ 0 的情况下，反常扩散系

数 kβ的数值处于砂土渗透系数正常范围内。

图 14　分数阶阶次对流速的影响

Fig. 14　Influence of fractional order on flow velocity

图 13　kβ对土体固结度的影响

Fig. 13　Influence of kβ on consolidation degree

图 15　分数阶阶次对加速度的影响

Fig. 15　Influence of fractional order on flow acceleration
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2）相同条件下，分数阶固结模型比普通固结模

型固结速率更慢。土体固结速率随着分数阶阶次 β

的增大而减缓，且 kβ k值越大，该现象越明显。因

此，忽略固结过程中的非线性渗流现象会导致土体

的固结速率被高估。

3）在两个渗透系数 k与 kβ中，k对土体固结速率

的影响占主导地位，为了简化拟合过程而将修正渗

流模型中的渗透系数 k假定为零不合理。

4）在修正渗流模型中，分数阶阶次 β直接体现

了土体渗透率的衰减程度。β为 0 时（模型退化成达

西定律），土体呈现出理想记忆性，即渗透率不发生

变化。随着 β的增大，土体记忆效应减弱。β值越

大，渗透率衰减程度越高，流速越低，固结速度

越慢。
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