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高梯度磁分离器方程解法的研究 

STUDY OF SOLUTION METHODS FOR SEPARATOR EQUATION9 

OF HIGH GRADIENT MAGNETIC SEPARATION 
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摘 耍 率支讨论了高辅度磁分离器分高方程 的解析解、韧始l保持 的近似解、稳杰 

解和数值解， 对稳杰解提出了反向坡法予以修正， 对数值解法提出了Treanor一四阶 

Taylor法并与实验结果进行了比较 

关曩谒 高梯度磁分离器；磁分离方程，速率方程 穿透曲线 

ABSTRACT In this paper．an analytical solution．approximate solution of 

initiai retention steady·state solutiml and numerical solution of separator equa- 

tions of high gradlent magnetic separation aI'c discussed
．
A backward·Yave 

method used to improve the steady·state solution and Treanor——four order Taylor 

numerical method aye suggested for mag~etlc separator equations 8nd are corn· 

pared with experimental results． 

KEY W ORN$ HG-ⅥS}magnetic soparator equationl rate equationl break 

through cul'ye 

一

、 引 言 

高梯度磁分离技术自七十年代以来已用于陶土工业、矿物精选和废水处理等领域，有着 

极大的优越性。但对磁分离的理论研究， 多是对 单线 模型 的机理和分离性能的验研究，并 

有大量文章发表，而对磁分离器过滤特性系统的理论研究还远不如前者，虽有一些摸型研究 

提 出了磁分离方程，用以描述分离器 内部悬浮液浓度及保持量 的变化规律，但对方程的解却 

很少研究， 本文提出的数值解法，计算时间短、精度高，易于在微机上实现，是一种有效的 

方法·可以计算穿透特性，对高梯度磁分离器的设计有一定的指导作用。 
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二、磁分离器方程及辅助方程 

磁分离器方程 I乜称盛分离方程，它由物质平衡方程和速率方程构成a图 1表明了磁分离 

器 中典型的悬浮液浓度分布曲线。 

1． 物质平衡方程 

由磁分离器内某一均匀单元内的物质平衡，即； 

粒子滞留增量 =沉进粒子量 一流出粒子量 

可推导出物质平衡方程如下： 

尝 + ：0 (1) 
0T D 

式 中； Ⅳ一 磁分离器 堆位体积所吸附的粒予量。 

月——单位体积携{ 液中所含粒子的量。 

r 磁分离器 人口处的流速。 

r——位移时间。定义如下： 

t 一 ： 
f——时间。 

0。： 1一钠毛占空率，为钢毛无载时姻空隙率 

Ⅳ、月分别以相对单位值表示为Ⅳ 和月 ，Ⅳ的基值取单位体积 的最大保持量Ⅳr，月 的 

的基值取为人口浓度风，则物质平衡方程的标么值索边式为： 
aⅣ 
ar = 0 ㈩  

2． 速率方程 

速率方程是磁分离器过滤腔q·磁性钢雹吸附粒 

子 的快慢，共表达式如下： 

，  ：  G(N )R (3) 工 

式 中 厶 =na／2a(1～ )月c。称为特征捕获长度。 图 l 

G(Ⅳ)：1一(2~／Nr) 或G(Ⅳ)=(1一 ) 称损失函数 
Rc0为粒子的1jf五界jfij获、 径。 

为反映钢毛排列方向的系数，一般取为；。 
a为钢毛半径。 ’ 

为常数，一般取1，2的整数或特定值如1．5等 

如用标么值形式为； 一 = V ol~ G(N)R (4) 
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8． 辅 助 方 程 

磁分离器方程能唯一地确定磁分离器中的月和N，但在磁分离器方程的求解过程中，有 

些解法要依赖于另一个方程才能解出，这里称它为辅助方程，写出如下： 

= 一  L G(Ⅳ )Ⅳ (5) 
ax L 

这个辅助方程是由物质平衡式 

粒子流进量 =流出量 +滞留量 

得到的，实际上这是一个积分式，经过简化假设及数学分析得出(4] 

三、磁分离方程的解 

1． 解析解 

对式(5)取积分得 

J． GdNi 一 +c(r) 
f(r)呵由入 口( =0)处的_v嗍 定，Ⅳ 可由速事方程得出； 

—

蔓 ： G(Ni) 

式中： 。 = V 。， 。为八口处的悬浮液浓度。 
L  0 

对式(6)积分褂： · 

Ⅳ =F ( 。月 r) 

首先，求 =1时的解，~IIG(N)=l一Ⅳ Ⅳ ，将式(8)代人式(7 

1一Ni／5： 一 r+C ) 

积分常数由条件 一。。时，Ⅳ 一Ⅳr定出：C：(r)=0 、 

故 -Ni／N =1-e一 r 

将G(N)=1一Ⅳ，̂Ⅳr代入式(6)，井积分得： 

Ⅳ一In(1一Ⅳ／Nr)一  一 +口(f) 
V 0 

夸式(10)的 =0，则Ⅳ=Ni，(1o)式变为： 

c(r)=tnNi(1一NilNr) 

代式(9)入式(11)后，并代回式(1 0)，整理并令‰=器  

(6 ) 

(7) 

(8) 

)，有 

^  

(9 ) 

(10) 

(I1) 
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得 
fⅣ 
{ 

【n． 

1一日一 1r 

1一 ( ，一 c 
一  

一 ，̂ 

当 r 2时，G(|v)=l_(Ⅳ ) ，』 ￡{!析解为 (此处省略推 导 ) 

rⅣ 

1 

[1+(F 一1)P p(：x／L0)] 一 

[ (艺)]一 

( 2Ⅱ ) 

(1 2 b ) 

，式  p 

F = 2 k[," R or)
9 1 一 (1：j c) cxi k 

o 
R “ 。‘ 

2． 初始保 持时 的近 似解 

为 了保持高梯度憷分离船 工作的有效性 ，特别是在分离非铁磁物质时
，一 般一个工作周期 

结束肘，钢毛远远没有饱和。 此，总是希望找到臌分离“初始保持，，l时的近似解，由磁分 
万崔 (2)和 (4)_|'‘得 保 持方程如 ： 

蛩， 曼(占≮ )=o ㈦ 
经过变换得： 

。 [ G。 ]一≥ =。 ⋯ 

初始保持时，捕获半径基本不变，gel。 《1
．对G=1一(N／A：，) ，初姑保持 

肘解的表达式[1]： 

Ⅳ  =(卜 G(0
，

T)圭 
p[一( (0， )儿 c) ] (1 6) 

可以证明， (16)式在 Ⅳ． 《( +1)一{时是保持方程(1 4)很好的近似解
。 

对 G =(1一N／Nr3 l 可得 ： 

— L  

N =(1一G (O
,

v)’exp[
一 (G(o， )／L。) 

同理可以证明 I 7)式在Ⅳ 《( +1)一 叶是接近精r朔解的近似解
。 

要应 用(1 6)或 (1 7)式 必须 首先求 ~tlG(0
， )，对G(Ⅳ )：1一(Ⅳ／N )． 

若 =1，则G(0，T)： xp(一T r，
． i

／" 

绗 出 列炎 

(18 口 、 

若 1 训 [ ㈠ ( ) c ⋯。， 

尊 。 _c∞ ( ) ⋯c) 式(
1 8。，6，c)在区域【≥G≥0(对 0≤r／r。≤ m)14

， 成立。 

6  

， n0 

(  (  
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对G(Ⅳ)=(1一N／NT) 可求出如下G(0 )值： 

若 =1，则G(O， )=exp(一,：ITo) 

一 ，̂一 

若 >1，则G(0 )=[(r一1) 日+1]1一 

(1≥G(O，f)≥ 0，o<r／r。≤oc) 

若 y< 1，则 

(19d ) 

(19 b) 

。 ／r口≤击 (19。) 

≤r／ 。≤。o 

3． 稳态解 。 

假定磁分离器的过滤 长度为无限长，保持粒子渡面由 一一 远处向 正向推进。此时磁分 

离 器已进入稳态，从而可得： 

N(x，" ：Ⅳ(1)， ( ， )= (毒) 

耋= —u r：(1+ ／口。)x一口 t=(1+RD／Nr)x—V· 

式 中 口 =voR。／Nr 
， m~Z(2oa，5，c)，物质平衡方程武(2)变为： 

_d ： 
d} 

两边积分得： 

N ( )=R (￡) 

因为 一 时N／Nr=R／R。，所以积分常数为零。 

再把式(21)，(20a)，(20b)~速率方程(4)结台起来，(4)式变为： 

警 一去Ⅳ G(N ㈨ 

(20口 ) 

(206) 

(20 c) 

<21) 

(22) 

式 中； 口。= 

对式(22)直接积分可得出稳态解，在G=卜(N／Nr) 时，积分后得出稳态解(2) 

Ⅳ ．( )=R (f)=[1+ ( )F ( 。f)]一l／ (23) 

崴 中 ( )为积分常数，可由下式决定； 

j Ⅳ,~dx=tlxdc t ， 
对不同的 有不同的 ( )值，下面是一部分 ( )之值( 年O为整数)： 

4)=8exp(盯／2)， (3)= 2~exp( ／2 3)， (2)：4， 

(1)=1，A(1／ )=exp[一(1+ 21+ ⋯ 1l--)3 (25) 

当G(Ⅳj=(1一N／ivr) 时，仅在 为某些特殊值时，才可能求出其解析表达式， 下面 

给出一些例子。 

)  

1  
+ 

一f 

)  

“ 0 

，● { L  

： 
砷 

O  

(  G 
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r 1 

a。 =，H(Ⅳ 1)一∑ ( 一 ) [1一Ⅳ ] 一 +口( )，( =整数)(25 ? 

d。l=_!+ (L+ i )]，( = ) (26 b) 

a。 ： 2 
N ： _=。2

，
( =。二 (26 c) 

1 『_Ⅳ 卜 Ⅳ 2’ 

式(26 G)小的月 )uJil rZ：(2 4)定f{：，l Jf 一 ≥!【】 不 会出现稳卷， 所以 此时不能求出口 

(P)之他 。 

4． 反 向波解 法 

磁分离方 柏锪志蚺象一个}甫 推进旧正 波．稳态解所 足的边界条件是： 

0 lid，(13) 变为： 

_v
，  

fj= c )=：l一一{( ) p(一 dc f)]一1／ (27) 

=0蹦 ，(23)武变为： 
Ⅳ ( ) ( )二“ 十 c： ) ．Ⅵ-( d。(1 ( ( ))]一J (28) 

从式(27)和f28 山，张实际·} 况 l『，是很难满足 J：述边界条件的。为 了满足通常的 

边界条件 =oli,J Ⅳ (r)=o， ( )=]； =oli,~，Ⅳ ( )=0，月 ( =1， 必然有一个暂态 

分量，使得解满足该边 条仆。Ih于是非线性偏微分方程纽，这个哲悉分量一般来说是无穷 

多项之和。为 了找孙 一个礅分离方程组曲⋯个近似暂态分量，引入一个反向波。反向渡将由 

在初始时刻的 一 逐步衰减到零，解就恢复到稳态值。 

假定 

r 一=(1十月)／Ⅳ⋯j 十 = 十 T 

i N， ( ， )：Ⅳ (}一)，R ( ， )： ( 一)， ，=f+
．  

(29) 

利用(2 9)式，物质 r衡方程(2)变为： 

一  + 磐 =。 ㈣ 
积分(30)式f ： 

(；一)： 一N (|一) 

假设反向波和正 敞县彳『一样 性质，Ⅳ Ⅳr=R／R。( 。c时 )， 

(31)和(29)，速牢方 ( )变为： 

) ：
一  GⅣ ：：一 GⅣ d| 工 ⋯  一  

对 式 (32)积 分 ， ur 

一 Ⅳ ( )= ( ) [1+ ( ) 曲 ( Ⅱ。 
一

)]-1／ 

(31) 

积分 常数 为零 由式 

(32) 

(33) 

上式中的积分常数 ( )和式(23)小的积分常数 ( )是一致的。 

将稳态解求出ff勺 ( )耵{ (；)作为正阳浊，并记 _v． ( +)，月 (|+)赠； 

Ⅳ 
．

(S一)= ．( )：[】十．j(r)exp(7“。； ))1 (34) 
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和 一Ⅳ ( 一)： ( 一) [1+ ( ) ． ( 口。言一)]1／ 

为了使在 += ，i =ol_t， ：( )和 一)都是 ，从而使 

( 一) 。 ( +)I~
．

o

O l 

夸式(34)左边 ．(耋+)= ，得 一≯ ： 
)。 

定义 =(击 j ) 一 
为 了满足(3 6)式 ，(34)式和(3 )式变为： 

Ⅳ ( ) ( +) [1+ ‘y)exp( d ( ++ ))] ／ 

—

N ( )= (|一)=[I+AO／)g p( 口。(|++ 9))]一1／ 

将 (38)和 (39)式加起来，可得磁分离方程 的反向波解，即 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

，

’

t 

’ ’ 

( ， )=耳 ( )+ ( ) ‘ 

5． 数 值鳃 法 

上 面给出的各种解法都有很大的局限性，不是只能求初始时的近似值，就是只能求出稳 

态时的近似{jlt，反l 波法也 是对稳态解的一个修正，其适用范围也较狭窄，为 了 模 拟 在 

任意G(N)函数时 ， 全时一空 城 内高梯度磁分离器的过程，必须用数值方法解磁分离方程组 

(2)和 (4)或保持方程(I4)，对保持方程(1 4)的解可用逐次超松弛法求出。对 磁分离方程组 

(2)和(4)可用 Runge Kutta Euler方法或 Tre&no r—Taylor方法求解 ，其步骤是一致 的。 

He rz g推导出了一种隐函数法，即用数值方法求解式 (7)和(6)推导出的隐函数方程， 即 

可求得Ⅳ 和 ，_『rf- 变化时，其隐函式就要重新推导，或解联立方程式， 并且一次计算 

只能算出 (或Ⅳ )，艘必须进行两次间样过程的计算才能算出月 和Ⅳ ， 计算量较大。 本 

文仅介绍计算速度较快 、精度高构Trcanof一四阶Tayk 方法。 

6． T reano e一四阶Taylo r方法解磁分离方程 的步骤如下： 

第一步：因为有边界条件， ， (0，r)=I，就可以用Treano r方法解磁分离方程(d)，从 

而得到 =O时的N (0 t)。 

第二步：由上一步得到的N (O，f)，由速率方程(4)可计算出在 =O时不同 时刻的导 

敏 1 2 
一  aN ， 

第三步 由质量平衡方程(2)和第=步求出的丝 吐 得到在x=0时R 对x的偏导数 

．
塑 ! ，：! 

拈  。 

第四步：由辅助方程及质量平衡方程可导出 娄 ，一 翌≤ 三 
第五步 ：由Taylor~_k式 

a‘月 (0，T) 
’ ～ —  一 。 
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⋯ 鲁  里 + 絮 + 曼 
求出下一步 =△ 处不同 f时刻的 (Ax，f) 

第六步已知 =Ax的R (Ax，f)，由速率方程求出 =△ 在不同 f时刻的 ． (△ ，f)。 

从第一步到第六步经过多次循环即可求出垒部 区域钢毛单位体积吸附的粒予量 及Ⅱ 

水浓度 ，R (f)的曲线即穿透曲线，其计算值与实验值的比较如罔 2 

禹 2 穿遮曲线计算值 与蜜验值比较 

囤 中符 号说 明： 

三一 分 离器过 滤长度 

F一 钢毛填 充车 

【，。一 悬 浮液 八 口连 虚 

Ho一 无钢 毛 对过港腔 ^的 

磁 场 强 度 

Ⅱ一钢 毛 半柽 

R一 社 千 年 挂 

。一 悬浮液 八 口浓度。 

1· 显然 ，磁分离器的数值解和解析解可不受时空域的限制，即可应用于磁分离 的初始 

时刻又可应用于稳态时刻。 

2· 解析解的缺点是它只能在 为某些特殊解时才可使用，而数值解的缺点址为了求粜 
一 点的Ⅳ或 必须求出这个点以前所有网格的解，计算时搁 长

， 还需要编 0讣掉 J ，借助 
计算 机。 

3· 三利。近似解法只能分别应用千不同的情况，初始倮持时的近似埘凡能用采求初始保 

持时的解，即使用它采求初始悬浮浓度都足很闻难f1句
。 

4· 稳态解在工／工。》l(．己为磁分离长度)， 才能用米求解穿 透IJ1]线 反向漱法解能较准 

爸  

，l  

Ⅱ 

m 

b u 
f ， 

、 

，

四 

C  
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确地求出穿透曲线。选些近似武的优 是能迅速地估计磁分离器的性能。 
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