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摘 要 本文首先鼠数学土证 了在 限塑性问题 的虚功方程或变分厚理 中， 

Cauchy应力是与 E,．tle r应交，1,2i rehhoff立力是与 Lagrange应变， 名义 立 力是 

与位移梯度配对 的。接着，在此基 上导 出了童形 封的， 以 Ki rehhoff盅力率表 示 

的虚 功方 程 疋还 币 瓦亍 F el g d 町方法 由了他 于1 984年 提 出 的自 我 校 

正方法，使方’击中曲I agt-ange秉子曼 示 出拘 理意义 最后作为方法 的应用，本 

文根据所导 出的罕形式的虚功方程建立 的宦限元公式和 自我校正方浩对囿棒拉仲时 

缩颈过程和绾颓传播作了有艰元劳析。并比较了呆用或不采用 自我校正方法两种情 

况下的有限元昔算精度。苛栌时考虑 了对料约硬亿。 

关键词 配列；啦功方程j 自被拨正 
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一

、 引 言 

众所周知，有限塑性向韪无论在基本理论 (例如变形几何理论，一本构关系理论等 )和求 

解方法上都是个处于发展中，尚未完全懈决的问题。封闭形式的解一般是得不到的，即使是 

是采用有限元方法求解， 也需要按增量或字形式，而且每次增量心须非常小，否则极易出现 

解从平衡状态灞离、收敛不好，车占度不够锋 U题，增量很小Ⅲ0又 来机时长， 费 用 高 的缺 

点。因此，发展有限塑性 的菇术理论和数值解浩的技巧是具有重要意义和经济效益的，本文 

在这两方面都作了一定 的赏试。 

本文 酋先从数学 j： 明丁在有限塑性问题的虚功方程或变分原理中， Cauchy应 力是与 

Euler应 变，Kirchhoff应力是与 L a g ratlge应变．名义应力是与位移 梯度配对(COniugate) 

的。接着，导出了率形式的，以Ki rchhoff应力率表示的虚功方程。 本文还以与 T~：ergaa rd 

3]不同的方式导出了他于1 98 d年为解决解易漂离平衡状态和精度问题而提出 的 自我 校正 

(Self—co rect ng)方 法，从而使谈方法中的Lag：a1j gr乘子 ^显示出物理意 义。 最 后，本 

文按使用和不使用 自我校正方法对团棒拉伸的缩颈传播作T有限元分析。比较 了两种情况下 

的精度。分析时，考虑 丁材料的硬化。 

二、虚功方程中应力应变配对的证明 

首先证明，在虚功方程 1-C~u c'} J ， 

的单位引力 (traction)矢量为 ，厂，观时 

地 。 E：dl-应 变s． 配 对 的 设现时微 表 面元出 上 

{ 置为F，位移欠量为 ，则外 虚功为 

EVW=』 s+f．F～6 lld? 』 r。6u．ds+J- F-dU．d J ～一 J-～ J I ’ 
式中所有分量都是定义在变形后 基 矢 量 一 I：O：J U

～

一是 矩量 的 变分量， 积分是相对于现 

时构形进行的。又设三 是待定盼，啦功方程-Ï i应变分量配对的应 力分量，则相对于现时 

构彤的，甩Eule r应变裘示怕虚功方程可表示为 

J． s． d =』 ·6u． s一』：F： u d 
龌据。． =i1(G． 一 

．  

)=I (U
．； +u 一 ：．u j J可推得 

( 2 ) 

d 
．  

= 专6G．．= (6 ．} +6fJr ；，) - (3) 
(式巾G． 是变形后度量张 ，记号 “；’ 示相对于变形后度量 的协变导数 )因此，式(2) 

的左端可改写为 

J 晒 】d j， (dU +8U )dv 
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f，三一古 ； d ：f． ：(三z d )； 一三lJ_ 3U ] (4) J
， J r 

根 据 散 度 定 理 ， 有 

J E(Z ∞u )d j 6『， Ⅳds 
式中 是现时微面元如的 位法矢。于是(2 1式可改写为 

』 ”3U Ⅳ s—f 。； du =』 ，， 6『 T ds+J F 3U， 
因而有 ． 

＼st N!一T、)3Ut ：o 
期 

． 
三 - ．Ⅳ =T z ( 5 ) 

又根据Cau chy J,,X力的定义式[1 [2 j，有 

jⅣ =T (6 ) 

所以，在虚功方程中，or； 确实与 配对、即相对于现时构形的盎功方程为 

J 。3e：id =』 r， 6『，．d +f．，6 ．d (7) 
同理可以证明在虚功方程巾K rchhoff应 力r‘一是与Lag range应变 ，名义应力 是与位移 

梯度 ， 配对的。相直的虚功方程分别是 

f，，。r 6 。=』 。r 古“． s。+j ，。， “ d 。 (8) 

』 。s o“"． 。=J 。 。6“ c，s。+f ，’。“：c， 。 (9) 
( 8)，(9)式 中积 分是 对 功始 橱形 进行 的 。记 号 “， ”是 对于变形 前度量 的 协变导数

。 

各分量是定义在变形前基父量璺上的， 是 J 的 变分量。， 是初婚构形中单位体积 

力分量。 是微面表元 ，上的单他引 力矢量。 口 仃 

t= G =r对n
，GJ 

t = t g = s n g| 

(1 0)、(11)式 电是r ，s 的定义式[1 、[2：。根据 与r‘ 的关系式 

f 一 

p 

(1 o) 

(11) 

(12 ) 

( ， p分别是物体在初始和现时杓形 的密度 )及物质守恒 pd = d 。和 & =却 = 1 

dG．i可推得 

』 口‘ 6s； d =J 。r’ d ． 。 (1 3) 
根据关系式 。 
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$ii=f ，+f ； 

有 

Si 6 ， =t ，6“J，
．
+f “； 3ui J 

根据 。 

鲰 ，=2--,5G (6 +d ．+“；。6 +“ 抽 ) 

可推得 (在适当变换哑标 ) 

r d = r “ ， +T “ 6“ ，， 

所以，在考虑(1 3)武 ，有 

。 』；。r。。 ． 。=f．。s-j(~ttj,z 。=』 。 。 

三、率形式的虚功方程 

(14) 

(15) 

(16) 

‘ 17) 

(18) 

因为术戒增盈地恤¨题必砸按尘形的妊个阶段求解，现时状态是已知的。此时，我们考 

虑美 丁=现叫’状态的化侈增量 (或述度 )旧堂分，因此，用名义应力率表示的率形式的虚功方 

程 应是 

， · ‘ ， · 0 ， ‘ ‘ 
’

．  Jl 。 。。6“ ， 。 J s。 6“．d c J ，。， 6“ dv。 (19) 
式rfI的尘分量是对速度“．进行的。记 蛩 (‘) 物质率，但是， 一般情况下， 虚功方程是用 

K[rchhoff虚力水发示旧，闻此，需要对(19)式进行变换。根据(14)式 (对该式 求 物 质导 

数 )有 

s‘ = f 十r “ +r “； (20) 

将此武代入(1 9)武，彳『 
‘ 

， 。 ． ， ． J． 。 “； 。 “；̂]d“ ， d 。 

．  
手 。 曲一)” “； 6 一 

， + ̂ ； 6 j，。]d 。=』 ： d ds。+f．，。， ，d 。 (2】) 
籍助于 (对l6式求物质 导数 ) 

却 手(幽⋯+ + ，； +“ 函 ) (22,) 

可将(21)式变换为 

r 曲 =』 。 出。+ 6 由。 (23) 
(23)式即是用 Kirchho[f应力事表示的率形式的虚功方程

。 它可用于有限元计算。 若对位 

http://www.cqvip.com


第 2期 汪凌云：有限塑性率问题的虚功方程及 自我校正方法的推证和应用 61 

移变分，则率形式的虚功方程为 

J 。[；J· ． —r ； 6 ，：]d 。=J 。；‘6u．ds。+j 。 ” d 。 (24) 
(24)式亦适-f有限元计算，本文的有限元计算用的是该式 。 

四、 自我校正方法 

建立在(2S)或(2 4)式詹础上 的有限元增量形式伪解在任何载荷水平上都应满足平衡，每 
一 个载荷增量都应满足率形式的平衡方程，因此，需要特别注意。通常都采用很小的增量， 

以防止解从平衡状态偏离。进而 可以采用 Tvergaa rd提出的自我校正方法，来 防 止解 的漂 

离。假如我们把平衡方程 (忽略体积力 ) 

s = ：r‘ + r‘ “； )，，= 0 

看作为率形式的平衡方程 
● ● ● ●  

s =[r‘J+r “ +̂ f “ ]，：=0 

的辅 助方程，则可引入Lagrar．ge乘子j“，并且写出方程 

s +  ̂、 ．= 0 

(27)式中 ^的上标用括号括起来是为了表明不对该指标求和。 

积 上积分，然后利用散度定理，可得到 

J 。；‘6”．ds。一』 。； 6”．， d 。+J 。 t 6“．ds。 
一 J s‘J “．， d 。 J ̂， s‘ 6“． 。：o 

式中 

(25) 

(26) 

(27) 

对(27)式乘以 d“i，并在庠 

(28) 

^=  ̂‘ +^‘ +^‘。 (29) 

注意到(18)、(1 9、)(24)式后，(28)式可改写为 

J 。( 却， ； Dd J s of‘血 d 
+』 。 一 啪 踟_d-J。 (30) 

若假定 在 中为常数，则(30)式可简化为 

J- 。(；‘ 6叩． + ； r 6“．，，)d 。：』 。；‘ ds。 
+ [J- ’ “：ds。一』 。r 6叶． d 。] (31) 

因为 

J 。r‘ 6q．，d 一J 。f 6“．ds。：o (32) 
恰恰就是虚功方程(忽略了体积力 )。可见，假若精确地满足平衡，则(31)式简化为事形式 

的虚功方程(24)式 
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根据(31)式所求的有限元解，通常称为 自我校正，因为根据该式求解，可以防止解发生 

某种程度的漂离平衡状态。(31)式|}1̂ 的值被 Tvcrgaard<3]取为 1。为了进一步地了解  ̂

的意义，我们从另一角度导出(31)_式。 

假定某一给定问题在 t时刻的一个近似解已经得到，此解必定满足平衡或虚功方程： 

J 。s’ (f)d“，， d 。一j s。f ( )d“． s。 0 (88 
现求 = + 时刻的解，此解同样也应满足平衡，于是有 

J． 一 )挑 ～ (34) 
为了进一步推导，假设一个下硎形式步 积分法： 

(一 ) s’ (f) (” (35) 

’( ) f’(f)+J t ti(f) 

把(35)式代人(34)武，井省写式中的 t时，得 到 

。=』s · 叫 协 (36) 
改用Kirchhoff应 力率张量表示时 

lj+如  州 ds口+ ． 

‘

，  

一

jn jd J (37) 
当 f象与时间无 关 的 塑 性问题的 f那样为单讽参数时，则有r’ f= r ，当把 (37)式写 

成增量形式时可见到选一点 并且它和 ^=1的(31)式是相等的。另外一方面，当 f表示真 

实时 时，则 ^；1／Jt 

从(37)式的导出可见 ^的意义。它表明，在同一时问。 构值是与步长积分法一致的。 

对与时润无关的率塑性问题而言，在理论上 ^= 1。然耐，数值解不必在任何时候都与理论 
一 致。不等于 l曲 ^值往往能增加解 的稳定性。 

是 

或 

五 、圆棒拉伸时缩颈过程的有限元分析 

我们考虑变形规律与时问无戈的弹塑性各向I 性硬化材料，其本构方程的形式按照[4] 

“ = {圭[1+：v、G一． G r+G r ～ G ]+鲁 ) 

= m - (38) 

。  

“

=  E L丢(G G ̂G1f)+一1- 2 v。。 G 一等 
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q {  ̈； f、 (39) 

(40) 

是材料的瞬时柔性张量， ： 和 

￡Ⅲ 是材料的模量张蛩。有f__ ，￡=m 及 是 Young~ 量 ， 

⋯一{( + +G“ ÷G ) 

口 是 应力 偏量： 

q·』=f 一 G G ff (42) 

^是现酬。硬化率， 可I}J单向拉仲ll,J的资料得到： 

{：(： ) {害( 一c ～。 ≥]击一F1) 。 
T ：(p。1，卢) 是单向拉仲时的等效切虚力， =d口，d 是切线模量，即真实应力—— 自然应 

变曲线的斜率。 。 

卢=(1+ )等+等r (41) 

= {： 若q‘一叶 >O，且T =(f ) ． (45) 若g’一 ． <0或r <(r。) 
有限塑性变形时，单向啦力成尘关系可取为 

f E
、  

o< 。y 

{ 、 (46) 一i( ) > 

式巾口，是Cauchy伺服应力， 是硬化指数。(4 3)式 的切线模量由式 

E (Ⅳ
一 1) 

Ⅳ ( )了  ㈡ 

确定。 

分析试样为中心附近存在缩颈状的初始几何缺陷的圆榨、该榨在轴向拉力作用下发生有 

限塑性变形，计算缩预处在力应变及缩颈传播。闽棒的初始半径为2风 ，初始长度为2 o。 

柔用删托坐标。取 =r(径阳)，x：=d(周向)， 。= (轴向)，将坐标原点定 

在捧件中心、山于问题的轴对称性，敞有 

Ⅱ，=“ “，(r， )， ”9 “ = 0， “j=Ⅱ (r， ) 

山于 ：=0平面是对称平面，故只分析柞件的一半。在 =0处有 

m 
和 

．1‘L ～ 

l1 n 

． 

叫 

叶 h 

力 

应 

． 

K 

删 是 一 嚷 

． 

中  
用 武 

比 =； 

n (  

S  

0  
P  
是 

p  
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f。(r， 01= 0， ( 1， 2) “ (r， 0)= 0 

我们假定棒的端面无切应力作用。所以在 =厶处的边界条件是 

。(r，三。)=0， (i=1， 2) “ (r，三c)：U 

式 中的￡，是给定轴向速度 假定缩颈形状的初始局部几何缺陷呈如下形式 

月：一 凰 xp广f 1。f 
、 、 L  0 ， ／  

且 =0．0025， =4。在 =0断面处的相对 面积缺陷为JA／A。=0．005 

在进行有限元计算时，采用四边形环状尊元，每一环状单元内包含四个线性位移的三角 

形。每个单元内用 7点Gauss数值积分法来计算(2 4)式中积分和(31)式中积分。 

在对参数 }积分时，采用直接积分法。为方便起见，取 f为 给 定 的 端 面 速 度， 于是 

U = 1． f= U 

相应于(46)式的材料常数是F／ =250， ：0．3，N =0．2 

计算对象的计算载荷一 变形曲线示如图1中，图2是伸长U／厶分别等于 0．203和 0．299 

时， =0断面上的应力应变分布，分析这些图可见， 当U／厶 > ／E 时，载荷—— 变形曲 

线的非线性已非常明显。但在 =0断面上，当U／L ：O．203(图 2中实线 )， 应 力分布仍 

基本均匀 而当U o=0．299(图 2中虚线 )时， 应力分布的不均匀及诱发缩颈的非线性 传 

播都非常明显 

表 1和表 2表示当^=1， ^=0时增加时间步长的影响。表中所选的，用于比较的参 

数是 =0和 ：=厶 时的半径R( f，R )，轴向应力啪 物理分量 (0， 0)， (0，厶 ) 

以及载荷P ，P (它们是由积分在月 和R 处的 得到的 )。在给定情况下P。和尸 的差 

别表示在整体平衡时误差的指标 在情况为 (i)时 比 较 表 i和 表 2知 时 问 步 长 大小 

AU／L。=0．0 0O5时对 于精黼地线性 化 ^=0的问题是足孵的。因为取时 间步长为0．0005时， 

在充分局部化阶段 (U／Lo=0．2 99)也得到丁 类 似 的 精 度 (图 2(口)， 2(6))， 我 们取 

U／厶 =0．0005时的解为 ^=0， ^=1时的收敛解。 

表 1 

AU／L, 
．

月u zz (
_

o,L p u
‘

鸶  
(i) 0．0005 

(iO 0．O0【 

(iii) 0．O02 

(iv) o．003 

(v) 0．006 

O．4592 

0 4593 

0．4596 

0．4601 

0．4G31 

2． 2 4 

2．【224 

2．【240 

2．1244 

2．111 7 

2．2279 

2．23l 5 

2．2401 

2．2522 

2．3 5I 6 

1．793 

1．7952 

1．8004 

1．8074 

1．8308 

注：c~y／E=o．004．Ⅳ=0．2．Z—l，U／L．to．20 3 

U／'L。 0．203的结果表螂，在没彳『肺 化的 况下，增加步 艮6倍并不明 显 地 影 响结 

果，自我校正方法-(z=1 )的影响不显著，当步民大小增加l2倍时(情况 V)，无论 ^= 0 

我^=1，都发生漂离收敛解的现象。 

【 1  1 】 1  

㈣ 

O  0  0  0  0  
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(i) 0 0O05 

(ii) O．O01 

(Ⅲ ) 0．002 

(iY) 0 O03 

(v) 0．006 
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注： ／￡=0．004．^ =0．2． =0 ／工-=u 283 

相应于U／L。 0·2 99时的结果示 于表 3和表 4中。在此情况下，局部化已充分发展 比 

较备种时问步长条件下的 。(0， 0)值表明，在 z=o肘，当 随着时问步长增蜘而降 

低时，自我校正方法防止漂移非常有效，这就是说，自我校正方法对于那些精矗要求高的问 
题是非常有用的。 

表 3和表 4情况 iv的结果告诉我们，当 取̂另外的值，如 ^=O．2 ，为得到关于 (0
， 

LD)， Ⅳ，P。，P 的较好精度，则在 ^=1时所得到的关于 (0
， 0)的某些精度可 

能被牺牲掉。  ̂ O·2 时的数值结果已经得到，它给出矗Ⅳ：0
． 3 488， 月 u=0．464， 口 (0， 

L ) 1· 11， (o， 0) 3·5822。P 1
．465 4。 (0， O)的精度鞘为有点损失， 

而其它变量的精度有一定程度的改善 ， 

表 3 
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图1 瑚槔(Lo／R。=4)受拉时的计 

算载荷伸长 曲线 

基 
因 2 仲长U／L。=o．203，0．299时 缩 理 

断面 (z=0)上应力T应变分布 
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