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FINSLER流形上的非光滑分析 (I) 
NONSM 00TH A ALYSIS ON FINSLER M AKIFOLD( I ) 
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Ma Renyi 

(应用数学系) 

摘 要 本文应用微分几何、 徽分拓扑中关于微分流形和纤维丛的基本理论有效地 

将Banaeh空问的非光滑分析的基本理论推广 到I nsleri~形上， 它也可 看成是Finsle r流形 

上可徽函数理论 的推广。 

关鼍词 Flnsle r流移}切丛}局部Lipschitz函数|广义梯度 

ABSTRACT In thi s pape r the basic theory OII dif ferentiable manifold and fibre 

bundie in differential Geometry and diffe rential topology at-e used to generalize 

the basic Iheory of Nonsnlooth Analysis on Banach Spale to the ease of Finsler 

mailifold．It can be eonside red as the generalization of differentiable functioIl 

thco ry Oil Fillsler manifold． 

KEY W ORDS Fin slc r manifold}tangent bandle， locally Lipschitz functionl 

generalized g radiont 

非光滑分析是七十年代兴起的一个分析分支，是从规划论，控制论等 理论 中 发 展起来 

的，近年来又找到了它在数学物理自由边值问题中的应用，参见[1，2]及所列参考文献。 

本文将关于Banaeh空阃的局部Lipschitz函数的F．H．ClarkeF’义梯度理论推广到FinsI 

er流形上，建立TFinsle r流形上的非光滑分析理论的基本框架，是流形 上 微 分学理论的推 

广。 

关于Finsler涟形、切丛等基本概念请参看[2，6]。 

定义l 我们称，∈C 。(Ⅳ ，R )，即，是 上的局部 Lipschltz函数，是指V ∈村 ， 都 

存在 。的邻域c，( 。)，以及常数K =K(扎)，使得： 

l，(x)一，(y)i≤： p(x， ) V ， ∈U( 。) 

易证定义 1等价于 

窟义1‘ 我们称，∈C 。(M，R )， 即，是 上的局部Lipschitz~I数， 是指yx,∈ 。 

都存在 。的坐标(U。，‰ )，以及常数K ： (* ，使得： 

，· ( )一，· ( )I<KI -yj， ，yE ．(U．)c 。 

奉文于l987年12片 丽 。 
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yR~Finsler流形Ⅳ上定义的局部Lipschitz函数，： 一月 ，即，∈C 。，一 般 说 来， 它 

不可擞。但对这类函数，同Banach空间的情形一样，乜可以推广导数的 概念 并 发 展 微分 

法，从而讨论变分问题。 - 

对于给定的切方向[f，p，“3∈丁p( )，定义广义方向导数为： ， 

d ，[f， “]= ?im 
— +p 

f‘0 

f· ( c(y)+}“)一f(y) 

首先，我们证明这个定义有意义，即若C ，p，u3=C1"，p，口]应该有d。，[f，p，u3=dof 

C ， p， ]
。 

定理1若[f，p，“]=[，，p，口]，则d。fCi，p，u3=d。fC／，p， ]。 

’ 证明；按定义 

d。，( ，p， ]= lira 
+ p 

f{0 

= nm 

—

+ p 

t；0 

f· ( ( )4-扫)一f(y) 

，· · i· ( ( )+Iv)一，(y) 

由于 · ： ( c f1 )—  ，(Uf f1 )是C 的，因此由Frechet微分的定义有 

l】qh" ( (y)+}“)一 ，(y)一t(dq~。· J( ( )，口)J=0(t) 

从而 出，是局部Lipschitz的可知 

【，· · 。· ( ，(y)flu)一，· ( ．(y)+}(d · )( (y)， )l 

≤ (p)o(t) · 
、 

因此有 

d。fcj，p，v3=Iim 
} 0 

—

+p 

，· ( ( )+}(如  
— — 一 — — — —  一  

再应用d( · )的连续性 知，当Y—p时 ， 

·虾 ( (y)，口))一，(y) 

d( 。妒 ( (y)，口)—  d( 。· -?1(妒 (p)，口) (1) 

叉应用 ，的局部Lipschitz连续性有： 

』，。 ( ，( )十 t(dq：i )(妒 ( )， ))一，· ( 。( )+t(dq~．矿 ( (p)，口))} 

而由假设[f， 

≤“ -fl( (y)，口)一dq： ( (p)，口)ll(2) 

“) c，，p'vi?Nu=如‘·灯 ( 』(p)，口)代人上武得到d ，[，，p， ]=do， 

http://www.cqvip.com


第2期 马仁卫：FINSLER流形上的非 竺堑! ： !： 

不难验证r 义方 1导数具有下列性质 

； ’ ：西  3ET,(M) 
枢 幅

证 明

T(M 、 ．由兰 C i? 未 i 根据 )的定义知： i，p，̈ ]+ ，p'扎j L‘'p’“1 “ J 忖披“ H 止工 

～ ，。 

v— p 

} 0 

[ (y)+f(“L+“2))一，(y) 

— — ，· 。( ．( )+t(“1+“!)]一 
2im 一一—— —— 一  一 —————一 ～  

y-
．

~．p 

t U 

，· ( (Y)+ 

。!( ( )一 “)一，( ) 

— — ，· i [ (y)+f 

V—}芦 

0 

fu L) ，· ( ．( )+ 1)-f{ ) 

(“l+“ )]一f·q)7 ( (y)+f|lt) 

= d。f[i，p．ta! —d。，[ ，13‘" ]， 怔毕 

(2)存在常数 = (p。)及邻域U= (p)使得 ：id。f~i， 口 ]̈l≤ Kl l[ ， g，“]l l， 

VCi， q， “]∈71。(Ⅳ )。 

证明 根强 ，的局部Lipschitzj,~续性可知lt存在K =K(p)，U ：U(p)，使得： 

I，。 _。( )一，。 7 (y) ≤ 。I 一Y}t，v ， ∈ (u)匕 ，从而由 f 

的定义， 

— — ，· ：( ：( )十f“)一，(y) 
d。， i，p，“]⋯ Jim 一 ⋯ — ⋯ ⋯ - 

y p ‘ 、 

f 0 

≤ jj“il≤ 1 i gi， p， “]’j(由Finsle r流形的定义 ) 

再 应用性质(1)有 d。，[ ， p， ]=d。fC—Ci，p， hi]]结合上式和性质 (2)立得。 

(3) d fCi， p， Ⅱ]：T 一只 是连续的Lipschitz函数。 

证明 由 (1)=f̈ (2)，v“， ∈ ， 

d。fU，』)，“j—d。fCi，p， 口]≤ ，(Ci， p， ]一(i，p，口])交换 

和 ， (3)立即可证 

(4) d。，(一Ci， ， ])：d。(一f)Ci， p， “j。 

证 明 按定义 

d。，[一[i，p， ]]=d。，[ ， p，一 hi) 

⋯ 
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[÷cf'~zlQvi(y川⋯ ))_ Y ] 
t 0 

小f (删 Ⅲ ㈨_(_ ( Y)_{ )] 
t 0 

= d。(一，)[ ， P， “] 

同Bahach空间们竹形一样，广义梯度是通过广义方向导数定义的 

定义2 设，∈C 。( ， )，我们定义 ，在 P处的广义梯度a，(P)为凸函数d ，f ：Tp 

一 只-在oA的次微分a(f。(P，0))，即 

{ ’∈ ：(M )『< ’，[f， p， “]>≤d。，[ ，p， “]，v[ ， P， “]∈ P} 

荚 1 Ih义梯度柑 列腠木f『：质，除 性呖(6)和 (7)以外，其余性质的证明和Banach空 

蝴的{lI『膨是平{r的。l找fr Jj{ fl}(6)干̈(7)旧 叫 

(1 ) V M，a，(p)址一个非空的，。弱紧凸子集。 

(2) sIp{i『 ’Il ：『 ’∈a，(P)}≤K 

(3 ) v{ip， “] ∈T ( )，d。，[ ， P， “]=，加 {< ’， ( ， P， “]> f卫’∈ 

a，)P)} 

(4) 设0是丁：(M )中的非空弱’紧凸子集 ，剐a／( )c n辑d。，[ ，P，“3<max{<x"， 

( ， P， q]> 『 ’∈n}VU， P， “)∈T (M ) 

(5) 设 ，在 。的一个邻域内 Gateaux可微的，并且G 导数还是连续的， 则a，(P)= 

『 

(6) p EMma／(P)cT ( )是 弱上半 连 续 的。即VP EM ，Ve> 0，VuE 
．  

都存在P的邻域【， 【，(P，8， )使得vq∈U时，v∞∈a，(q)都有 。Ea，(p)使得： 

l<∞，[f， q， “]> 一< 0，[ ， P， “)> 『<8。 

证明 倘若不然，丑 P u∈吖 ， ∈ ，eo> 0， 以及 p ∈M，f ∈a，(P )， 使 得P 

啼p。' f< ， [f， P ， “口]> 一<co，[ ⋯P ‰]> 『≥ 。，VCO∈a，(P)。 因为{p }在 

p。的邻城内，由性质(2)有，_l 】l丁； ( )≤ ，记 =[ ，P ，玑] ∈丁： ( )， 但 由 

M为Finsler流形可知存在 。> O，N> 0，使得当 ≥̂Ⅳ时有。 

f J ．j ≤ ^j ，P ， ]‘『『丁 ( )≤ 。K 

因此{ }在 ’中有’弱收敛子列 。̂一 。( 弱)。现在征明[ ， P， 。)·∈af(p。)。事实上 ， 

对)“ P0， “)∈7p。( )，Ⅱq̂啼 ，“＼ 0使得 

f

1

^

(，’ ‘( 一(q̂ )+f̂")一f(q̂))><(f，P-̂， -̂)’，(i，p ̂，“)> 一 1
， 

；1， 2 t⋯”·。于是有： 

d。，[ · p， ]≥ 
。

<[f，p ̂ ， n̂)‘· (f，p ̂ ， “)> 
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=  < ， u> =< ， “> 
一  

=< Ei，p” 口0] ， [{，po， ]> 

所以 。=Ei， p，叩。]·∈a，(p。)。在假设式子I 取∞= 得到矛盾： 1<f ， (f，pn，uo]> 
一 < 。，[1，p。， ] ：l=．< ，‰>一< ‰>l≥ 。，而 一 o(’弱 )矛盾 征毕。 

． (7 ) (̂p)AMintl J∞l J 7’：‘ )』 ∈a，(p)j存在，是一个下半连续幽敷。 

证明 函数∞一 l∞jl是 弱下半垤续的，卫由性质(1)知a，(p)是7_．L )中的非 空 弱 

紧凸千巢，所以vpEM，a∞。∈ ‘p)使甜： 

(̂pj lJ 。f J t 厂{_l∞『i r·( )『∞∈a，(p)} 

再证 ^的 F半连续性。若不然，丑 —叩 。，使得 Em (̂ )< (p口) 

设∞n∈a， )为使』l CO 』l=̂ )， = ，2，⋯⋯灼点，则由性质(6)和Finsler流形舸 

定义 知，对 。> o，丑Ⅳ>0以及点列“ ∈ ， l l Ei， p， ‰]1I=1， ∈ ，(p口j使 似当 

”≥ 时 有 

≤ l I Ci， pnJ ]l M )≤(1+￡) ( 5 ) 

II靠 II ：
。

( )≤ < )+ 

— Ei， ) [ ， ‰ un])< 

剐由 (5)， (6)， (7)式可知； 

．1】靠11 ( )≤缸”“p”蚶>+刍 
≤ <∞ ，[ ，p ， u ]> 1 

≤(1+s)li∞ II+ 

( 6 ) 

( 7 ) 

当 ，有套 pl ≥i (p。)，而由s的任意性，可知； ( )≥̂(p。)，这是一个 

矛盾。 

(8) 设 ∈c ((0，1]， )，并且，∈c 一。( ， t)，则 ^=，．庐：[0
， 13--,．R 几乎 

处处可馓，并且 

。̂(f)≤m口 {<*‘， (f)>l*‘∈a，( (f))} 口
． P． 

(9) a(，+日)(p)ca，(p)+a日(p) 

(1O) 设P是，的局部援小，NOEa，(p) 

11) 设，I，，￡，⋯⋯， ，。是局部Lipschitz函数， ( )；帆 {， ( )【{：1
， 2， ⋯ ⋯  
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n}， 则 

a卅( )[Co{a，．( )’i∈M( )}(Co表示凸乜) 

其中 ( )是那些在 点使得， ( )= ( )的指标集
。 
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