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摘 要 本文给出了不可约非周期Markov链常返性 的一卟充分 条件和非常返性 

的一个克要条件，并得F·G·I osttl1 11中H；定理 4和定理 5作为特倒。从而，使 

我11]可 以在除去P的青限行之后连行状态分类研 究。最后将结果应用干排 进程的 

嵌人Ma rkov~，~Baile3 研究 的M，G／'I成仙14．服务排队过程 的状态分类问题 得到解 

、袅。 

关键词 Ma rkov链；状态分类}M／G l{_I队过程；成批服务 
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、 引吉和有关定义 

：ft．t~<,HIIIM 。kov链的转移般率H P 
． )米研究它的状态分类，这是 理 论上和应用 

I：经常遇到的6q趣。许多著作鄙输出了这方面的判定定理 嘲 |‘]。 l-e
． G． Fost r[ 曾 果 111 
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状志矩阵修改 (Matrix Modification)方法，导出下面两个定理： 

定理1．1 不可约非周期M8rk0 链为非 ， 返的允分必要条件是方程组 

∑p． =y． f d(任一非负整数) 
J 0 

存在一个有界非常数解{Y．}。 

定理1．2 若不 等式维 

∑ p ≤y i 

存枉 一个满足 lim 。=。c曲解 }，则此不可约 j 劂j~lMarkov链是常返的。 

这 两个定理柏特点是：利用方程纽或不等式m研究常返性或非常返性时，可以忽略 P矩 

阵的某一行，造缭实际应用提{=!I了力便。特别地，排队过程巾出现 的嵌入Ma rkov链 都 是不 

可约非周期的 ]，放许多文献在研究排队系统的限极分布时，引用了这些定理 [53[ 。 

但是，由于定 理t．1奔I1．2受到颦多只能除七P的粜--17的限铷，在一 些 Markov链的状 

态分类中难以使用。例如，N．T．J．Bailcy在 】j}10i人的M．IGll系统成批服务排队过程的 

嵌入Marko~r链的转移矩阵 

／d。 dl 02 ⋯ ⋯ 、、 
l 

( 1 ) 

奉文考虑在除 茁P的有限行之后，研究其常返性郁非常返性 。给 出 了 常返性宽分性定 

理，证明了非常返性的一个宽要条件，应用已证 搿的定理，研究M／G／l系统成 批 服 务摊队
．  

过程的状态分类。 

为便于 时论，先给 出几个有关的定义： 

．fill·1称转移阵P是无耗损的，如果遍历极限阵 告∑p一仍是转移 。 
反之称P是耗损 的。 

定义1·2 {0， 1， 2⋯⋯ }~d--Ma rkov链的状态集， ，c 为一有 限 集
。 记 

，=( j ；∈rI|当 ，时， ． ：^．，当 ~-fi r,f， ，：p ⋯ 称 为 P关于 ，的修改转 

移阵，简记P。 · 

定义1·3 对于 ，c ，定义 
．  

， p{ (I)∈， ⋯⋯X(n一1)∈了， (")∈，l (0)=f} 

 ̈  ̈  ̈  ̈

～ ～ 

～ 啦m ～ ～ 。 一 

0  O  

= 

【l 
P 
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7 p{x(I>E7，⋯．．IX( 一1)∈了， (”)=，J (0 } 

， 兰∑ 

∑ 

显然，．，，为从状态f出发，经有限步到达状态集，的概率，了， 为从i出发，越过状态集， 
有限步到逃 的概率。 。 

射 理2．1 设 ，c E， 则 

=、常返性判定定理 ＼ 

f ， l，f∈E 。 ，．，， 1 i∈ ， 

引理2．2 不译式组 

P ≤ 卢 

材满址 ≥ 0， lira ，= 的肼，则P是无耗损的。 
， ’ 

引理2．3 设 ，cE为有限集， ：(p )，f， ∈，， e=(1，1，⋯ ·) ，则 

fm e：a 0 =1一f ，，，i∈， 

引理2．1～2．3的吐叫参见 ⋯ 

引理2．4 设，={O，1，；，⋯⋯ n}，P为P的修改转移阵 ， 是P的遍历极限阵， 

取 y (1，⋯⋯ 1，，⋯ ，J，， +2⋯ ⋯⋯) j ；(1，l，⋯⋯l， 0⋯⋯) ，则有 

Y 

(证] 由P定义知P形为 ’ 

：  ( ] 

南归纳法易推知 

( j ]·(e一 

、__、 

。 如 

r -， 

一 

e  

= 

、 、，  

O ．．． 0 1 --．．．． 

r ．．。．． 。 ．．．．．．．．．．1  
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所 以 

e，=o-[ ； 。] t 
另 一方面 I【l0-il 12．0知 

f "l 0 

⋯
Em P 、P e一(0，⋯ 0，1一，̈+⋯ ，1一 +2， ， ⋯⋯) = 

～  ～  ～  ～  ～  

山于P遍历状态 存在，所以
⋯

h'm 尸 ’’ ，从 一面 l 玎曾， y 

引理2．5设母函数≯⋯( )=∑ 7 。”，i'Z!<1 p⋯( )=∑ ， 。 <1 
I ㈣  

设 ，cF为有限集，-]jyf．P( =(p一 (∞ )，f，．iE，， F( )=(F ，(=))，i， ∈，，则 有下 

面 的觚 阵 方程成立 ： 

(，一F (。)]P ( ) 』 2 ) 

(证] 不妨设 ，={0，1 2，⋯⋯ )，Vi， C， 

p： =p{ ( )： ix(o)=i} 

 ̂

= ∑p{X(1)∈了，⋯⋯ ( 一1)E ( )∈，， (k)= (0)： } 
1 

= ∑．∑p~X(1)∈ ，⋯-． ( 一1)EV， ( )=I， ( ) 
u一 】 f c 

= f (0)：i} 

4 
一  

= ∑ ∑ p{X(1)c-T，⋯⋯ ( 一1，)∈_， (口)= l (o) }． 
r O 

P{ (̂) (0) i，X(1)∈了，⋯⋯ ( 一1)∈了， (口)： } 

“ 

= ∑ ∑ pf f1)7-，⋯⋯ (口一1)∈ ( )= f (0)：i}． 
‘1 j’ D 

p{ ( )=，f ( )=I} ‘ 

上面推导中用到Mark。v性。揪据 p ，( )和 
． (。)定义不难推知： 

(3) 

～，  
∑ 

∑ 

= 
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1 05 

p ( =。 +∑ ，( )p ( ) 

[!J1 P( )=，+ F( )P(0) 

i理得 证 。 

引理2．6 设 P为、I“kov链 转移阵， 

l。 ，： =1， i∈， 

2‘ 赴 ⅡC-j，健祷 f 

[Ⅱj 若，={ }为 点集，由I ，⋯  

，cE为非空有限集，若 

a> 0， f∈，一{d}，则状态口为常返状悉。 

1推知口为常返状态。下发 ，不为单点集；由引理 

2· 知，(，一F( j)P(：) 。下面考察(，一 ’( ))的可逆性，为方便计， 妨设，={O 1 

2，⋯ ⋯ }。 

(一) (』一≯(1))的可逆性： 

(1)= l ira ( )=(7 )，f，，∈，。 (1)曲任一彳 元紊之和 

∑ 7 ∑ ∑ 

1一 。，一了 ⋯一 0， l (5) 

】，一 (1)．=}一， 1一， ⋯ ⋯ ， 
I ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

一 Z 。一~̈ ⋯ — } 

将此行列式备列加到 1列，井注意到(5)式得知 』，一 (1) o 

(= ) 当 0< < 1时 ( —F(砷 )的可逆性： 

任缋f∈，，山∑ 7 =1知至少有～ ·使得 ．>o，从而， ：(口：1，2，⋯⋯) 
i’u 

不垒为零，所以 ． 

·( )=∑ ～f,
．

i。 <妻7 ；；．： ， ． 
l 口’i 

所以， ∑ 。 ( <∑ 7 =1 
‘口 』-0 

叩矩I~F(z)各行元素之和小于 1
。 由园盘定理 (Gerschg。rin定理 ) ( )的任一特征值 ^都 

l  

= 

，  

 ̈

，  

．∑  

jI 

～，  
∑ 
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满足 【̂一 ( ) ≤R =∑ (。) i∈，由此可推知ÎI<】，即当O<z<1时， 
i=0 

i年 i 

：1不是 (。)的特征值，I，一≯(。)I等0，(』一 ))可逆。 

(三 ) ： r。时(J— (=))一 的情况： 

由(二)知 

(卜 ≯(。)) ． 0< <1 (6) 

其中(，一 ( ))·为(，一 < ))的伴随矩阵。设 ( )为 。)丰刈，角线上的泉子武，则(， 

一  ( ))·主对角线元素为I上一 (=)l ln条件2 知 ， > 0 i∈’r一{d}， ；妨设 Ⅱ=0，则 

F !!( )，F E，2(：)⋯ ⋯ ’⋯ (：) 

F 2 1( )，F22( ⋯ ⋯ F 2 【 ) 

、 

， I(：) F 2(0)，⋯ ⋯ F ( ) 

7~~ JtA。。(。)各行之和∑ ( )<1 
’ E 

由(2)式和 (6)式得 

p。。(：)=j!二掣  
I，一F (∞ 

(O≤ ≤ 1)山园盘定理知 l，一A (。)f年0。再 

0≤ ：< 1 

结合(一)的结果可推知．pn。( ) 
。
．p。。(。) 到此 证明了 。为常返状态。证毕 

定理2．1 不 可约非阁期 {arkdv链为常返 的充分条件是存在非空有限集 ，cF，使得 

1 不等式组 ， 

∑p 』≤y i∈了 

有满足 i m y 。。的解{y } 

2。 存在 a∈，，使得，⋯ > 0， f∈，一{d} 
～  ～  

(证] 不失一般性，设，={0，1， ⋯⋯ }，P是P的修改转移阵，由P的结 构 和 条件 
～  ～  一  

1。知P ≤ y有Y．一o。的解 根据引理2．2知 P为无耗损的。即 e=e (7) 

若了中有常返状态，则定理得证 设了中均为非常返状态， 则∑ p <。。(i> ) 

http://www.cqvip.com
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品知 ≤ p ( > )，从 量 <。。(f> )，所以 ∈了_也是 的非常返状态。 

由 的结构知：c， 0( n)lit(7)武 

再根据引理2．4得 

∑ el= e， 

e= ，= ：(1，1，⋯'．．1，，⋯ m ， ⋯ ⋯ ． ) 

从m ，：，』=1， (i∈， )弭II1 f理2．1推知，⋯ =1(f∈，)。利用引理2．6和条 件2 知非 

在 ∈ ，为常返状态，·牧此不可约Markov链为常返链。证毕。 

特别{ 当，={ }为单点集时，定理2．1秆定理1．2条件一致。即F-G·Foste r【 中的定 

理 5址术文定理2．1的一个特蒯。 

推论2．1 设 ，[F为一有限集， 尸是不可约非厨期Ma rkov链的转移阵，若 

1。不等式虬∑p： y ≤ f∈ 在满墨 yl o。的解{y } 
J。fl 

2。 存在 a∈ ，， 使得 > 0， i∈ ，一{。} 

则此Markov链为常返 链。 

[证]因为了． =∑ 7 ≥7 =p，。>0，根据定理2．1，推论得证。 
- I 

推论2．1的 条 件2 仪要求方阵 (pI )， f， ，∈，的某一列除对角线上元素外，其余均 

不为零。这在实际中是容易满足的 ． 

三、非常返性判定定理 

引理3．1 设 ={0，1，2，⋯⋯ n} ，则 P y=y。其中P和 y定义见二 

[证] ， J ∑ ， ：p{ (1)∈，tx(。)=f}+∑p{ (1)∈了，⋯⋯ ( 一 ) 
一 I u-4 

∈ ， (u)∈，f (0)= i} ， 

=p +∑ ∑ p。 t 

器 

，  

p 
．∑ ～ 

+ 

p  
∑  

一一 
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th此不难看出方程 j： 成 。 

引 理3．2 是方 y= 足Y≥ 0，"； _v． ]旧 址小埘。 
l。= 

[Ⅱ： 由引理。．]缶̈jV～II f~ ： 汹址j：述条“=旧．．个斛。改 丫卜一解 ， 一 ，， 

j，≥o，山此拄知 j，=y， ∑ y= ，lhiASL：~-"理 =⋯[fm ( 

j，≤ ∑ ≯㈧j，=j，，卫jl『。I理2．4 f， 。 = ，从而 

≥ ≈y≥ ci：y 
引理 得证 。 ’ 

引理3．3 若，．．』 ／]， i∈，{ ，则 C-，均为非常返状志。 

[证] 应用G“S c1l rii 定 i!，I d {理2．6 ：二 f ¨j tf褂 】 一F (̈ i年0， (：)j弋- 

得式 
～  

P (1卜 ‘
一  

一  ’  

存在。任取 i∈，， ，J (1 <。。。敞 为非 状． 。证牛 
。 ： 

引理3．4 设 ，c 为 l 订 集，若 

1 {?：，”<]，i∈ ，} 6 

2。 任给 《，，存 ，∈ ，使得，。 > 0。则， < 】， i∈，。 

[证3 任取 f∈，，从 i口j发越过，in 订限步到选 ，∈』的概率 ，。r> O， 而从 发 

限步不能到这 ，的概率 l一，2 > o，敞从 出发有限步不能返回 ，的概率 1一 ． ≥ ， (】一 

，{ )> 0即，。，J< 1。证 牛。 ． 

定理3一 不可约非婀期、Iai k。 链为 【J 常返的充分必 条仆是仔在 非空 R 檠 ，c i 

星 

1。 方程组 Py =y存枉y≥ o，” y =1怕 r 斛 ；}。 
i∈ 

一 t 

2 n ={ l j ．< j， f∈ }年 中 ‘ 

0。 任给 ∈，， f∈n，促褂，。 >0 

(证] 充分性；不 ：一且生性，设 ，：{0，1，⋯⋯ m}寄 。设 Y是椭 l。，2。的解
， 

由引理3．2知， ≤j，，且打在，∈了使得yf<1，所 ，_1J：Pj歹≤。fy：j， <1，从f时 

，={f『，』，<1， f∈，}3 [hq：臼寺 ，所以，寺 。弭fII 3。霸I弓f理 3．4知， ，< 1， i∈ 

，。根据 I理3。3和不 呵约性角眦 Ma rkov髓为 『J：嚣返的 

http://www.cqvip.com
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必耍性 JI耍取 ，={ }为单点集， 山0I理3．i和引理2．1以及不可约性易 叫， 甜应 

；}l}li足条件1 ～3。。证 。 
实际上，F．G-Fos L~·r导出的定理1．1使if⋯Ii]'Ii⋯'l~．1当 ， {“}叶 的 特 倒。为醢驯这一 

点，只需证1蝈当，={d 寸，宅理1 1的条件和定理3．1的条件1。、2。 3 是等价的： 

( 1 ) 若 定理1．1的条件fl 址 ，即方碰 纽 

存在 一个有界非常数解 {y1} 设 y：( ，y：⋯⋯) 不火一般性， 设d=o，则 Y=Y， 

I 于 ．有界 ，设 一 ≤ 。≤射， i∈ ， E 0≤【 +m)／( +坍)≤ I，令 

=
yMl 4 -m+(1一 ) i EE 

llj-以 征： 0≤Zi≤ 2， ，=1。々 =( ． ⋯⋯) ， 《 满足P = 的 有 界非常数解， 

一世 1 i≥ 1『『I『 不垒为 l。 打 ；< ]，(?≥ 1)， q 满足定耻3．1的 条 P1：1。，2。。 

刑，一定存在 > 1(f≥ i)，_I；夸薯=2一 ，则 0≤ ≤ 1， u=】， f< 1( ≥1) 

々 =：( ， ，⋯⋯ ，此时 il 址条{1：1。，2。。 外，IhMarkov链的不 呵约性 ，，． >0 

成一 ，此时有 ， =， ：， 0， i∈ ， 定耻3．1帕条件3。也满足。 

(2 ) 井定理3．1的条 }l屿足， 山i。知片程址 

∑ lJl'j 一 i}Ⅱ 

存在有界解{y }且 =l。山2。知行往北 f< l( ．一x-口)，从而{y；}不是常数解 所以定理 

1．]的条件 也}I 足。 

推论3．1 对于不可约非J『!ij Jg]Markov链，若存在非生有限集 'r，使得 
～  

1。 方程组PY=Y 存在Y≥ 0 m =l的有界解{Y；}。 
i∈ ， 

2 n ={ 1 l-C 1， f∈ }每 

3。 f￡绗 i∈，，存住 ∈妇，他{ n， > 0，则此Markov链为非常返的。 

[证] 只需注意到 ，，， ≥ ， =P > 0即可。 。 

特jjIf地，抖f￡ i∈'r，P > 0， f C-了，则扣 |̂3．1成靠。 

推论3．2 对 1： 可约非周期Markov链，若存 ：非空打限 ，，侄f： ； 

l。 方程组 P y=y存在 y≥ 0且分量进破的解{y
；}。 

2。 任给 i∈，，n，( ∈了，)不垒为零，~1]jkMarko v砒为tl：常返l10
。 (证明略 ) 

0 
车 

)  

= 

：、 

p  ∑  
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四 M／G／I成批服务排队过程 

设两批服务时问而黼 服从独立的同分布，分布函数为B(”。顾客源为参数为z的P。iss。 
淡， 0两批服务间隔内到选 n个顾客的溉术。 

=  等 ” (n ’2，⋯·) 
设 批恨务的 大容量为S (≥ I )，则缘批顾客服务完毕时划的队长所生成 的嵌入M k0 

链{q }的转移阵为(1)式。 然此M rk0V链为不可约 ，非膈期的。设 

服 务强度 

_1．：r tdB( ) 
Ⅱ J 0一 

‘ “ 

蒋蹬此系统的极限分布{ }的坶函数为 ( )，{d．}的母函数为 ( )。可以证明 

sp=∑ ‘ ’ 

( ) (∥ 一 ) ’ 

(9) 

( )一 A⋯(z =孑一 

N．T．j．Bailey(弛[2] ：6])种证刚：若A(=)在 i< 1+8(6> O)内解析， 

刚当p< 1时，此谜为越 帕。下mfl 驯：此 la rko~’锚为遍历∞必要 条fl：是p< 1}常返 

的兜分条件娃 p= l} #常返的l允分条 ：是p> 1 

定理4．t Markov班{口 }为越历fr,s(非删蝴且 II：常返 )必要条件是p< 1。 

(证)：若{口：}为遍历链，目4耵 极限分布{t}满足(9)式，且 f ( )=1 将(9) 
1 0 

式变形得： 
S一【 

( )= 幕|s ( )∑ ．-【+．．．4- +1) ( ) 者 |s ( )2 ( ⋯ ) 

由于t o‘ = ’2’̈ ：⋯’’从。m推 
1ira

1一 

I - Z 

，  

即 算。 生 辨 (一 L+ ] 
= 一  。 lira

dz t 一。[⋯ +．．⋯ 一 ] ，1 ， 1—0 L、‘ 。 一J 

一  ”  

http://www.cqvip.com


第 2期 李银国：不可约非周期15尔可大链状态分类定纽及其 111 

在排 队 过程 q一曲应 用 

所 一即 +s> 0，p 1 证毕。 

定理1．2 若 p=】，~llMarkov链{吼)为常返 的。 

取 ，：t 0，1，⋯⋯， 一1}，不难证明{ ；}是方程组 y： 满足 ．一。o的解。 又因为任 

取 d∈or，都有 =Ⅱ ==_、0， ( ∈ ，)，所以th推 ̂ 2．1知此Ⅵarkov链为常遐的。证毕。 

方 程 

ii理4．1't2lp．．}(， =0，1，2⋯⋯)为一概率分布且P。>0，若∑ p >s≥1，m4 
D 

m 设稚级数，‘： 毫2 一 注意 。) p。>。，厂(1)=0, li
l

ra
一

。

， (。 ) 

＼二 P．一s>0 I有解0< <1。 

定理4．3 若 p> 1，则X{arkov~{q }为 ： 常返的。 

∞  

[证]因为∑n =s·p>s，。。>0，山0f理j．1知：存在0<0<1，使得 
n 0 

∑d 0 =0 (10) 

令 {0，1， ⋯⋯ s一1}， 目。( =0，1，2，⋯⋯)，由(1 0)式 不难验证{y
。}是方 

程组 Py 满足Y≥ 0且分量递减的解。由P的结构知p
． > 0， f∈ ，， 故由推论3．2知 

此Ma rkov链为非常返的。证毕。 

如果两批服 务时Ⅻ间隔 的分布密度函数当 t一。o时以负指数级趋于零，可以证明
， A 

( ) B (上(1一 ))在 l I<1+d内解析， 其I +( )为 (})的Lap1ace—Sti eIt】es盔 

换， 为充分小的正数。此时，综合上面各定理可得Ⅳ／G／l系统成批服务排队过程的嵌入Ma 

rkov链 {吼 的状 态分类： 

(i) 当P< l时，{吼}为遍历链，此时存在唯一的平稳分布{ ．}。 

(ii) 当p=1时，{q }为零常返链，此时 存在乎稳分布。 

y  

= 

Ⅱ 

∑ ． 则 

∈  

= 

y  
取 

S  

= 

p 

S  

= 

G 

∑ ～ 

为  

因 

]  证 

[  

http://www.cqvip.com


 

胰 -大 学 学 撮 1驰9年 

(iii) 当P 7>1时，{q }为{ }返链，此时系统为不证宅旧。 

最 ，我们桁f【j，定州2．1和之弹3．1及j 推论可应 『f】于 更 广 泛 一 类 的Markov链旧研 

究。例如，若考虑S不 }Ij=赴定能，~i,iIL：一盥救怕随帆娈 时fl~jM／G／1系统成批服 务 排队 过 

程，计也的转移阼 P的形式巫为复杂。仙址血川上违定理，也可以解决典嵌八 Markov链的 

状态分类问题 (证 j暗 ) 
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