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Banach空 间 

高 阶 最 优 

中 极 值 问 题 的 

性 充 分 条 件 
HIGHER ORDEI Ot n 、I iLl i、Y SUI FiCIEN1’ 

C0KDlT10N OF EXTRE UM PH0BLEM I BANAC { SPAeES 

摘 要 车文考虑Banach空 j：甲 菩 曩簋问适( )，通过； ̂ 容 许集合的高 

阶逼近 首坎建立了王琨维空闩上 f】=闲连‘ )约高于三 }的最优性充分条件，并概 

括了[1，3，5，6，7]由 毂筐 闩建最仁 势睾件 B々二 j}结卑。 

关键锰 最洗性充分条件}高阶遄近j址优点(解 ) 

ABSTRACT In thf s paper the CoiIs[1 a’ned extlem1I problem(P) in Ballach 

spaces is disc．ssed
．  

i r st the higher 0 rder (TKOfC thaa three)optimality suffi cient 

condition of th0 O ·in (P) in inffm1 c cll 711(,"iSS{OI1 spa ces js estabI shed with 

defining and iatrodue~tsg highe~Oldev app：o、 l：l。no l of the feasiM e set．1t 要 n ：a． 

Ii zes the theory of ScCOIt(~ order opti：l za】i1 3 sufficient conditioIls oft the ／-xt】cf1_el1n 

DI’ohlem off1．3．5．6．7]． 

KEY W ORDS optim ality sufficicnt cot：ditionj highm OIdec aPP；OX fn 1tiolIt 

optim 1Il! point(SOl|f1ion) 

一

、 引 言 

众所周知，在最洗化理论中，最优性条件的研究有营越来越重要的意义，其中以必要条 

件的结果较为丰富， 以 对于充分性条件的研究而言，前者较为容易，但是，有时候满 

足最优性必要条件曲容许 术 一定是(P)的址此解， 为此我们有必要建立某些准则， 使得 

满足这些准则的容许点定为址他解，造就是此处所提及的最优性充分条件，对于这样一个课 

鼯的讨论 已有之，大 分优仡理沦∞ 0 成文I散都发多或少地涉及一些一阶或二阶最优性 

充分条件，它们主要利用 J 切锥，伪切锥或容许燕 的伪凸性，正则性等概念建立起来的， 

见[1， 3， 4， 5， 6， ， 8]， 巾以有IR2ii：生川上的最优性充分 条 件 的 理论较为特 
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彩，见(5， 7]，因此大部分文献 只讨论了有限维空间中最优化问题 的二阶充分性条件，从 

以 L文献看出，借助于切锥所描述 的拉格明 日乘子形式的二阶充分性条件与有限维空间的紧 

致性密切丰“盖，正因为~liilP．，计：多作者为了避免无限维空间上所带来 的庠E烦就只对有限维空 

问一J：的址优问题加以考虑，但是也有一些文献[6， 7]敢于面对 这一困难， (7]中的作者首 

先引八了容 ：燕 在某点‰(xoE M)处的线性逼近L(M- 的概念，建立了类似于无限维空间 

．

h坡优化6Ⅱj{薤的拉格剐日形式FI；1zlTi宽分条件，无论是有ltttiii：：：~lttif空间 上的相应同陋 

都足扭I此，然而 ，事实 酷I 现在已有 的一阶、二阶最优性充分条件的理论远不足以判定一个解 

的坡忧性，因此，在奉文里我们引进容许集 在某点*o的高阶逼近 L ( ， )的概念，建立 

了类似于拉榕朗日形式的正定性的最优解的高阶充分条件。 

二、预 备 知 识 

现在我们给出本文所要讨论的极值问题 

(P)M i ( ) 

s·}·g( )∈ 一K 
． 

^( )=0． xEX ． 

其@I：X--．U、g： — 、h：X-,．M是培定映射， ，U， ，∥是实赋范向置空闻， 是 

中具有非空内部的凸维， CcU， C是凸锥且-ntC 中， U由C定序，即 V ， ∈U， 兰 

(“I> “2)e '-->uI一 ∈ C( 一“2∈ intC) 

再看我们的最优 化问题 的描述， 

定义2．1 设‰∈ ，如果存在‰的一邻域Ⅳ 使得 

{ ∈X： ( )∈一K， (̂ )=0)n f xEX：，( )<，( 。))nNxo=中 

则称 。是问题(P)的 优解点(解) 

注-如U=R，C=CO．+。。)则上述的最比解就是通常的数学规划中的局部极小解， 

为了以后描述的方便，记 为0 题(P)的容许集合，即 

M = { ∈X，g( )∈一 ， (̂ )=0} ． 

此时我们引进容许集 的高阶逼近的概念 

定义2．2 设 EM，L ( 。)cX ，且存在映射 ：̂ 一L ( ， 。)，vxEM ，̂( ) 

( ( )，矗3( )，⋯，̂ ( ))∈L⋯( ， 0)使得 

： +ht(x)+hz(x)+⋯ +  ̂( )+r( ) 

I【 — 。一ht( )一⋯ 一hf( )『J：O(I』 — 。j J’) i=1，2，⋯
，川  

刷称L (M )是 在执点的m阶逼近。 

现在考察较为特殊的情形，当 1，L ( ，xo)Z&L(2 。)： {̂ ∈X，口，(Xn^)∈ 一Iq 

+Rg(xo)f1．h ( ，h)=0)即为F．Lempio and J．ZoweC 6]中的线性锥。 

Titillil--~ltl，易知当 2时它就描述了[7]中的引理5．s(~Rc 6]中的引理 3
． 1 0 

引理2·3 设 是赋范线性空间，口是 上的连续对称的 m线性形式，日是 的非空子 

集 且 ‘ 

B( ，⋯，d)≥6“d II vaEI-I· (其中蹦 一正常数)，刑存在 。> 0。 
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> 0使得 B(d+ ，d+ ，⋯，d+ )≥ 

证明，令 6=『lBI】，则由 的连续性有 

B(d ，d：，⋯， )≤6兀 u 

+ 『『 ~dEH ，zE 且 II H≤r1 1 d 

V L，⋯ ，d ∈X 

现选 >0充分小使得d =d一6∑ Or‘>0 
f。 1 

(这里 C 表示从m个元索中取 f个的组合数 )则对任何d∈H，zEX，l}zfI≤ r{Id【l有 

f个 —f个 
，  r — —  ＼ — 一 、 

CgB(z，⋯=，d，⋯，d) 

f个 

=B(d d )+∑ CSB( ： ，d，⋯，d) 
l。 l 

≥6．f d 一∑c拍 ̈ d =d 圳 
l。l 

又由于ii d i1≤ 7’d  ̈ ji l】≤(1 )i1 1l，所以 i1 dl’ 1 ri：d ii取 百 

则有 B(d 。。， )≥ 了 “d d 

vd∈H， ∈ ，且 II n≤ "d『1 

我们再给出一引理，它在本文的主要定理的证明中需要 ： 

引理2．4设 一 ( ，‰)是 在‰处的m—l阶逼近，则对任—， 数y>0，存在p>o使 
得 

_l矗 【 )一( 一 。i『≤ ． ̂：( )_J v ∈ 且i『 一：cofJ≤p 
证明，任取定d∈(0．1)，由1 L一 ( 、 )是 在 处的 一l阶逼近，则可选p=p( )>O， 

使得对任意 ∈M ，且 一 I『≤p时有 

N h ( )一( 一 。)7 ≤d" 一 。 J 

及 lÎ，( )IJ≥ lI — 。 l— il矗 ix)一( 一 。) ≥(1—6)II 一 。 i 

所以 Ij ‘ )一‘ 一％)i·≤。 一 fj≤0 当 f ̂ ( )II 1 ”̂，( )l 

v ∈d ， 『J 一 。 ≤p 

现设 >o已给定，则总可选d∈(0．1)使得— < ，p是相应的p<6)时 ，由上知gj理2．4真实 

∑ ㈣ 

lI 

+ 

+ 

+ 

(  口  
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三、高阶最优性充分条件及定理的证明 

现我们描述本文的主要内容。 

定理3．I 是问题(P)的容许集， 。∈ ，工”一：( ， 。)是 在 o处 的m 一1阶遥近， 

还设，、目， 均̂在 的禁邻域内具有m阶 Frechet连续微分，如果存在实数 d．>0，i 1} 

2，⋯ m及乘子^=(“-， ， )∈[ I{0)]×K ×W ’使得 

F ( )=“ ， ( ，)+v*g ( )十55" ̂  ( 。)= 0 (1) 

9(％ )= 0 (2) 

这里F( )=“ ，( )+ ( )+ ’̂( )是(P)的拉格朗甘函数，且： 

。)(∑ ) ≥。，、 ( ，‰)NC ) ，⋯ ， 
 ̂ 1 

c ，= { ⋯ }j 
= 1 2，⋯ ”一 1 (3 ) 

F 、(甄)( ，) ≥d f1 h lI vh∈工一 ( ，‰)N C一 (d)(4) 

存在实数 > o，P> 0他得 

“ ，( )≥“ ，( 。)+ ll 。 v ∈ jj 一 。ll≤p (5) 

从ifix 是肌题(P)的强局舟；最优解 (印在 的 一邻域Ⅳ内不存在 ∈M ，使得x#x。 ，( )一 

，( 。)∈tIC) 

证明：由本定理的条件(1)一(4)易知，对任意 ∈ ( )=(h ( )，hz(x)，⋯⋯h ( )) 

∈工一 (M ， 。)必有 l 面两利一 蟛L【|的其⋯成立。 

(】：) ， ( )̂：( )≥6l『 h ( )J J 

(II)存在禁一 ∈ {1，2，⋯．m—1)使得； 

h( )∈C (5)＼Cs < ) 

即 -̈， 。)h ( )≤d．1l h ( )iI 

F ( )(h ( )) ≤ f J h ( )ll i=2，3，⋯， (如果 ≥2) 

且 F 川 (xD)(̂ l(x))J̈ ≥ 6 1 fl h1(x) 

现考虑满足(I)的那些xC-M ，将“ ，( )在 处展开得 

“ (x)=“ ，( 。)+“ ( b)( 一 0) l( 一 b) 

：“ ，( 0)+“ ， ( )疗l( )+ l( — a)+“ ， ( 。)( 一 0一hl( )) 

因为工一 (Ⅳ ，粕)是M在‰处的m一1阶逼近 卿 l 一 。一h ( )ll=0(II 一‰fi)叉 ( —xo) 
～ 0(II 一 o U)总 可选一正实数p (P ∈(0．!1))使褂当 ∈M ，II 一 『1≤p 时，有 

L( 一 。)+2‘ ( )( — 一 h
．

( ))≥ 一 ．’ ll 一 口i』 

及 0 hi( )【{≥I 一‰ll一“̂ ( )一( 一 。)ll≥ll 扎Jj一告fl 一 1．= 
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号j J 一％J J(使取得的p 屿足；II ( )～( 一 )_l≤号II 一 !!V EM，I[x- 
≤p ，即可 )令 = L刚有 

／(x)一“ ≥ ( ：一-- T-II ～Xoii≥争II II 
一 ÷ 。-Y---Yz JJ= ” 一％JJ yxEM，且II X--Xo： ≤P 

(6) 

再 考虑满足(11)的那些 M，将拉格朗 日函数F(*)在 。处展开得 

“ ，( )一 ，( 。)≥F( )～F(置)=，’(％)( 一 )+i
2 
F ( )(X--X~)。 

+⋯一 了 1— IF J十 ( )(X--Xo) 十 + + ( 一吼)(7) 

[ + ( 一 )～ 0(J J ～ J Ji )] 

= )(∑ )) +音 )(∑ ))。 
l 。 I 

⋯ 一 古 ( (善 )) + ⋯( ( 

+ (X--Xo)≥ 汀 ⋯( ( 一 (X--Xo) 

这里 +c( 一曲)= ( 一xo)+∑ 
L 2 

(8) 

) 一∑ ) 
A。 I 

=̂∑ ( ))In 一：( ，‰)是 在‰处的m一1阶逼近知，存在e∈(0．1)使得 
^ 。 

则 

又 

J J ～ 。一 (̂ )j’≤ Jj ～ 。 ～c≤ lJ 一 。 Vx~M f1
．  一  。 J ≤ 

V ∈皿且 j 一 fl≤F 

F ‘ ( 。)( — 。一dh<x)) ( (̂ ))’ ≤ J J F - ( 。)『{． e l 一 ， 

一  (̂ )J J ·。 (̂ )JJ 一‘≤2’一 ”F㈩(*。)"一 一 。 
一  (̂ ) · 一 。_l 一 

Ij 一 c～ ( )』=0(1l 一 。’j 一 ) 

，

∑ 

口 L C  

1 ．●  

～ 

2  ≤ 

～ 

X 

+ 

一 

— 

≤ 

^  

ll 

～∑ 
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由上知， 当q≥ 1时。 

F㈨(xo)( 一 0一 (̂ )) ( (̂ ))’一 o(1l 一并0” ) 

从 而 

∑c 寺 ∑ ’( 一‰一 ̂( (̂ 0( X--Xo 

当 1≤ ≤吼一1时，则有n ( ～‰)～0(“ ～‰ jI川 ) (9) 

现利用引理 2．3，取B=F (xo)，H =P 一 (M ，x。)NCi(d)＼Ci“ (d)](P 是 

一 上沿第一分量的授影映射 )则存在 > O及d> O使得 

(h L(x)十z(x)，⋯，h】( )+ ( ))≥d ll h1(x)+?( )“i 

v l( )∈．日，?( )∈X．且 n z( )l】≤ 『1 h L(并)f 7 

由引理2．4存在 ∈(o．1)使得 

． ⋯ ． 
1l并一 。～ ẑ( )1．≤ l】h L( )” v ∈M，且 ” ～甄 ≤p 

这样有 

B(x一 0， 一 0，⋯， ～ o)≥d ff — 0』f J 

由于 +1( ～x0)～O( 一x口 

≥ 一 “X--Xo 

V ∈M且 ll x一‰ J J≤ p 
h (x)∈H 

川)(由(9))，取pJ一 >0且p川<_使得 ( ～并。) 

yxEM ll~Pi~t取 = i则 

“。，(x)一 。，( 。)≥ dll 一 。f』 十l～i 汀 『I X--Xo" l 

=卢 ” 一 。lli yxEMR ll 一 7f≤p川 
h( )∈D (d)＼ C， z(d) 

= 1，2，．．．， ～ 1 

摄后，取P {p } 卢 {卢 }由于对任意 ∈ ，|必有(I)或(II)中之一成 

立 ，这样无论哪一情形，总有 

“。，(并)≥“ ，(xo)+卢l】 ～ 0 1J 当并∈M JJ 一并。ll≤p 

故定理3．1证毕’ 

推论3．2，设xo是问题 

(P ) Minf(x) 

9(x)∈ 一 

(̂x)： 0 

(这里，： 一只是通常的实值函数 C，=(0．+。o))的容许点，且假设 ( ，‰)是 在 点 

的一阶逼近 (特别地为线性逼近(6]，如果存在乘子 A=(1，“’， ·)∈R × +×W·及正实 

当m=2时，我们即得问题(P)的最一般 的二 阱 最 优 性充分条件，从而 

可得A．Ben-Tal~(3]厦F．Lempio and J
． ZoweC 6]中的描述无限维釜 

间X上的优化问题 的最优性二阶充分条件。 
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数fi> 0， > 0使得 

(i)． g(xo)= 0 

(ii) ， (确 )+ (％ )+ 。̂ ( 。) 0 

(iii) (， ( 0)+口’日 ( 。)+叫 矗 ( 0)](d，d)：≥ l】d” 

vdE工 ( ， )N { ∈ ：， (‰) ≤卢l_d l_} 

则存在实数6>0，p>0使得。 

，( )≥，( 口)+ 一凰 ll 当 ∈M，且 li 一 。fI≤；p时， 

由此说明‰是(P)的局部严格最优解。 
对于此推论3．2，当n消失 (即 n； 0肘 )可得[7]中主要的二阶 最 优性充分条件的描 

述定理5．6。 
最后我哀心感谢系统所的陈光亚老师及重庆商学院的张泽泮老师，他们仔细审闷 过我的 

毕业论文，并提出了宝贵的建议，本文就是其中的一部分。 
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