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摘 要 本文培 出了解非 线性方 翌组的一种 筝侧逼近方法，该方法不需要选择 

初始 点， 目而克服 了选 择初始 点妁田难。此外， 我们还讨论 了该方法 的敛连并疆出 

了一种选择较大 的满袭非负广 义左下进的方法。 
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ABSTRACT W e prsent a11 0lle—sided method for solring system of nonlinear 

eqnatin11 in thi S papm
．
It does not need to select ini~al points and therefor 

ovel COllieS the difficu1ty for seleetirig hfitim points
，
Besides， we discuss the 

convergent】a te O f t1】is method and give a method of how to select a nonnegati． 

ve left lower i1ve rse w ith ala】ge” fulI rank
． 

KEY W ORDS system of nonlinear equations● io~rval iteration， 0ne—sided 

approximating method 

一

、 引 言 

本文考虑方程 l 

t『 羔 ． 
c， (瓤，⋯， )=0 

的求解问题，其中， ( ”， )是定义在某个囊旮 Dc ’土鹘 ”元函数，i=1，⋯ ，m。此处 

m≤ n。为方便计，我们把 L述片程自L 为 

0 ， (1 ) 

其 中F：D1二R 一 是月 }1菜集D到R 的一个映 射。 

文献 在Fy—Fx~A(y—x)NlFx。≤0≤F 的条件卞 ，整出了一争1l 调迭代解法，它 

本文于1 988年 月 3日7收 到 
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是[2]-j-疗法的一刺-推广。文献c3]提出了 一种求初 始点x。≤y。使 Fx。≤0≤F 。的方法，熬 而， 

柱通常{-I}况下，要求出这样帕韧始点也不客易-术文对一 类函数提出了一剥’迭代方法-井为 

_『克lI【{选扦初始点船困难，使浚方法 依赖 1：初始点的特殊选择 ，该方法可单侧遥近 ’x 0 

往 个J}： 0一I：l1g极大解和极小解。所l1．f Fx=0在序区问：( ，y。)上的撅小解 x 雨f极大 

解y+，意． 烛 -嗣 ·都是 #=D ．‘ 。y。)上曲解。且 它任阿解“∈( ，yo)都满足 ≤ |‘ 

≤ 。 

一 个 ∈工(R ，R )，廿存在B~L(R ，R )使得 ≤，，则 B叫做 的广义左下逆。 

同理 町定义， 义右下遒。有父 帕楼 lJ蛩 f l的}【}c念等，请参见(2]。 

二，主 要 结 果 

定理 t 设F：D~R 一 盎区暗《 ，肛)cD上连续，且存在 ∈工(R ，R )使 ≤ ≤y≤ 时 

lFy—Fjd≤ 一xf． (2) 

任选 ∈(a， )，令尸是 鼬住一个满秩广义非负的左下逆，则： 

0) 若(1)式在(口， )上有解，剽序列 

l 一P任 髫 I n=O，1，2，⋯ 

必单调减少收敛列(1)在(口· )上的极大解。 

菪(1)式在(8， )上无解，射必存在Ⅳ> O，使n≥Ⅳ时，有矿 (口， ) 

6) 若(1)式托( ， )上有解，劓序列 

= “+尸I．F J tI=0，1，2，⋯ 

必单调增加收敛于(1)在( 。芦)上帕极小解。 

若(1)式在( ， )上_无解，娴 存在Ⅳ> 0。使当 ≥N时，有矿仨( ， )。 

证；a) 设 ·为(1)在‘口， )中帕极大解。 

剐 ≥ ，由尸≥ O可得， 

x 。一P】n  ≤ ， 

x。一x =尸lF l一尸lF ≤P JFx。一F ·』 

≤P I f≤ q一 ’， 

．．． ≥x·． 

因此 {x。≥ ≥x 

设 ≥ 一 ≥ ̂ ≥ ， ≥ 1 

月U 一 ‘：尸I附 I一尸 『Fx’J 

≤P} l一 一F ·』 

≤尸 一矿J≤(x̂ 一x >． 

 ̂ “≥F 一≥ 为显然。 

由归纳法知{ ≥ ≥舻》 。， yk≥ 1 

因此， {矿 }单调诚少且有舁，所以存在 ∈(口， 。)使 、 ≥ ，又由 的定义可 

知 l 

lim尸 I 0。 
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．．．F在(a，p)l-连续，且P为满秩的 

．  F；=0 ≥ 

由假定， ·为(1)在(a， )上的极大解。 

-．． = +． 

若在遗代中有Ⅳ> 0使Fx =0，则由 的定义和 为极大解的假定 

必 有 = Ⅳ = 。， ．匿 1，2，⋯ 

若F 0在(口， )上无解，则必存在Ⅳ> 0使 

n≥N ， “ (口， 。)。 

如若不然，则由 ≥ ‘≥⋯≥ K-I≥ ≥一．．≥口 

可得l lim = ≥ 且 F =0，选和F =0在( ， 。)上无解矛盾 
K ’ 

b)的证明同口)完垒类似，这 里不赘述I 

注1．在定理 1中，若取卢作 ，且(1)在 (口， )内有解，则 一P JF I单调减 

少收敛于F*=o在(a， )上的极大解。若取 矿=。且(1)在(口， )上有解， 则 + = + 

P IFx 1单调增加收敛于(1)在(a， )上的极小解 

注2．定理 1中的A，还可用A(x， )代替，只要选非负满秩P，使 PA(x， )≤，，当 

≤ y， *， ∈(口， )时。这时定理 l仍然成立。 

从注 1我们可知，当F满足定理 1中的条件且在(a， )中有解时， 刚我 们可求出极大 

解和极小解 但是，我们还不能得出唯一性结论。 

定理 2 设(1)在(口，B)F有解，且满足定理 1之条件。若还有； 

JFy—F*J≥曰 — f 当a≤ ≤y<fl时， 

且存在Q∈ (月 ， )，Q≥ 0使Q日≥ ， 

则 (1)在(口， )上有唯一解 

证t由定理 1和 以上的注 1可知 ，(1)在(口， )上必有极小解和 极大解 ·和y·。 

．．． 0=JFy。一Fx’J≥ Jy’一 。l， 

两端乘上Q≥ 0可得 

0 口fFy。一Fx。f≥Q日fy·一 ·f≥ fy·一 +l， 

．．． =y’ 
．解是唯一的 

洼3．前面介绍的定理，对m： 的情形，同样成立 。 

三、收敛速度比较 

我们都知道，一个矩阵的上(下)逆通常不是唯一的，对于前面定理中的矩阵 来说
， 其 

满秩的非负广义左下逆，一般也不唯一。对于不同的满秩非负广义左下逆产生的序列之问的 

相互关系如何呢?为了比较收敛于同一极限点 的两种迭代过程的关系，我们引入 
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定义 1 设 和也是两个具有同一极限点 的选代过程，若 存在p∈[1，。o)使 

( ， ’)≤ R，( i， ’)， (3) 

则称在 ’处， 一是 ～不慢于 z的。若(3)有严格不等式成立，则说在 处，≠-是只一 

快于也的 

其中的 ( ， )是迭代过程 在 的 一 因子，其中p∈(1， +。o)，其 定义请见[2)， 

并且[2]中还证明了：对任何p∈[1， +。o)，R { ，， }和月 中的范数无关。因此有： 

定理 3 设F满足定理 1之条件，且 尸和 P都是A的满秩非负广义左下逆且 P≤P，则 

1) 若(1)在(口， 。)上有解， 

两 个迭代过 程 ： 

J} = 一PfFx J， 。= 。 

≠2： ” = ”_尸 Fx I =0，1，2，⋯ 

在极大解 ’处， 是 一不慢于也的 

2) 若(1)在( ， )上有解。 

两个迭代过程： 

i： 川 = +尸 Fx I， 。= 0， 

2： ⋯ = +P IFx f， =0，1，2，⋯ 

在极小解 ’处， 是 一不慢于饥的。 

证：1)gag．N 1知， -和 z产生 的迭代序列都单调减少收敛于(1)在(口， n)中的极大解 
， 

．．． 

-  

● ●  

设 

则 

由归纳法知， 

。 = 。 
一  = (P一户)IFx。f>0， 

≥  ． 

≥ ， ≥1， 

一 =(x ～ )+P lFx i一 iF 

≤( ～ )+．卢fF 一一F i 

≤ 一 n)+PA 一x"l 

≤(PA一』) ”～ 』≤ 0， 

“≥ “． 

耐n=0，1，2，⋯上式均成立， 

一  ’≥ ～ ≥ 0 

由于只一因子同 中范数无关，我们可取范数 Jj· ，得到： 

一  

≤ 一 ， 1<p< +。oI 

f1 ～ ’J ： ≤“ 一 ’ll ‘，p=1． 
即 R ( 一一 )≤ ( ， ·)． 

． 在矿处，≠ 是月一不慢于也的。 

2) 的证明和 1)完 全类似。 

从上面的定理可知，为了提高收敛逮度，我们需要选择 “较大”的满 秩 非 负广义左下 
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避 ，下面的定理提 供T一种选择方法 

定理 l 设 {EL(R ，R” )，尸。∈三( ，R )是 册一个广义非负左下逆，则 

1) 尸 ‘=(2I一尸 )尸 ，K =o，1 2，⋯ (4) 

都是A的广义非负庀下逆 ，土L尸 ≤尸” -． 

2) 若尸。还是满秩的，且使(I一尸。A)n{J特征 

根 l̂，如，．．．，̂ 有 f̂ ‘年一 J其l{1 1，2，⋯，m =1，2，⋯ 

则1)中定义的P ，K =0，1，2，⋯都是满秩曲。 

证1)。 尸。是A的J 义非负 下逆。 

．

。

． ，一尸 ≥ 0， 

．Pk (2I一尸 )尸。=尸。+(I一尸。 )P。≥ O， 

．P‘ 一I=尸 一 +( 一尸 )尸。 

=(P  一，)(，一P  )≤ 0． 

尸 ≤， 即．P 是 之广义非负 F逆。 

尸‘一P。=(I一尸。 )尸”≥ 0， 

． Pc≤ P1． 

设 P ≥ 0， 尸 ≤ ，， PK I≤P _̂， ≥ 1
． 

则 尸 =尸 +(I—pxA)px≥ 0， 

P ¨A —I=(P 一 )( 一尸 )曼 O 

．．- p ≤ ，， 

P ” 一P =(I～FXA }Px≥ o。 

由归纳法知，对 0，1，2，⋯J P 都是 f'1~f‘义 负左下述，且尸 ≤尸 
。 

2) I一尸 A ：I一2P +P ．PKA 

=(I一尸 ) 

=(』一尸 ． 、：“ ， 

． 2I—pxA =I+(I一尸。 )= ． 

’ (I—P。． )的豹’征村{i蔫 ， 々一1，卅：1．2．⋯ 

因此， (I—P。 ) 柏特 舣 是 ～】。 

· 2I—P A：I+(，一P A) 非 舟 

． 山P。I竹满秩和尸 之定义 - 知I 

P ， =0，1，2，⋯均为}f 戟脂。 

．  兰个 狂仃J‘ 。以 避，要起选择“较火 满秩帕非负广义左下逆，只须选一个尸。使 满足定理4的条f1
：，则山(4)甜帕尸 都是 的ilII穰非负广义左下逆

。 

。 一  

四、数 值 例 子 

． ． 

面，我们将给出一个简单调子，说町定理 1的作用，并从交际计算结果验畦速度地较 

定 理。 一 ⋯  

饲I设 ：( l， I ) ∈ ．Fj月。， 

http://www.cqvip.com
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(。 ：耋 ：2 )． 、 3+舶cos I一 ， 
取 =(0， 0， 0) 卢=( ／2，-1／2， ／0) ，则=仃J 区间为( ，卢)． 

求F = 0在(a， )上 性人解。 ’ 

解I令 ：( J， 2， 3) ，y=( l， ， ，) ， 

且 a≤ ≤y≤口， 茹I正1 

．  l≤ ly-xl }ll =(：：：)． 
，l／4 0＼ ／1／3 0＼ 

取 l 0 0 j’ l 0 00／2 0／2j’ ＼ 1 ／ ＼ 1 ／ 
则有 P≤ P， 

A PA≤ f P ≤ j． 

易证F满址定 理 “ 』 它条 ：。 

取 ： =(：z／2，-1／2，"q'／2) ． 

则l两个逃代} 列 

1) ’ = 一 fF ， 

一  一  一 一  
K =O， 1， 2， ．．_ 

2) K I= 一 lFx 1． 

当(1)框( ， 卢)上 解时，都收敛于 它的极大解。 

易知F =0拒(a，口)上的极大解： 

Y ±(0．5， ／2，1．0651 9g 49 7)r． 

1)和2)的选代结粜蜘l下袋： 

I)对应 于P 

1 1．035398 

一 4 o j6G9247 5 

一 7 u 508365~9 

— l 0 0 5010457 

— l 7 0．5000031 7 

= j8 0。50000408 

2)对应 于 

l O．8569320 L 

一 4 0 5l 321 97 

一 8 0 50016 321 

一 11 0 50000604 

≈ 12 0．6000020I 

／2 

／2 

扭 

心 

x／2 

／2 

n 

／2 

／2 

／2 

≈，2 

# 

1．3561943 

1．0791928 

I．0653529 

1．0652O52 

I．065201‘ 

3  3  6 ： 9  呲 鹋 ¨  ̈ 叭 

l  2 ： ：  

。 硒 ∞ 钳 f 3 0 0 O O 
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从以上两表看出，对应于 “较大”的 产生的序列的确有 ≤ 。对于本 倒，实际上有 

xK<x 。从而验证了定理 3的正确性，也说明定理 4的重要性 
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