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摘 要 本文蒋凸函数情形下的可行方向理论方 面的几／卜性质推广到广义凸函 

数上并讨论了它们在多目标数学规划 中的盅用 

． 
关t词 可行方向J下降方向J拟凸性，伪凸性J多目标规划 

AB$TRACT Some properties of feasible direction in the coli'~x caSe are ge． 

neralized 'co the corresponding properties in generalized covex case and their 

applications f0r multiobjective mathematical p rogramruing are discussed in this 

paper． 

·I(EY W ORDS Feasible directionJ descent direction，quasicovexityI pseudoco． 

丑 e ty’muIt~objeetlve programming ’ 

一

、 弓l 言 

近年来，Ben—TaI，Ben—Israel and Zlobec等人利用可行方向理论研究非线性规划的彘 

惋性条件，得到了一系列结果(I_ 。用可行方向理论处理多目标最优 化 问题 也 获得了成 

功c 一6)。这无疑 说明可行方向理论是很有用的工具，但遗憾的是无论单 目标非线性规划，还 

是多 目标非线性规划，可行方向理论讨论最优性条件往往涉及凸函数(i一‘、。在文献[5—6)中 

绘出了一些广义凸函数条件下最优性结果。自然会问：能否在一般广义凸函教条件下建立可 

柠方向理论? 

本文的目的就是在广义凸函数条件下建立[1]中相应的可行方向理论并且蟹出在多目标 

数学规划解荫特征方面的应用。 

二、主 要 结 果 

在我们正式展开讨论之前，先介绍几个将用到的概念。 

皋文干ISgT#lZ只23日收 到。 
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定义 l i凳S是R 中凸集， Eels。则m量d∈R 称为S在 ’处的一个可行方向， 若存 

在 r，> 0，陡播 ’+fd∈S，v ∈(0，T)。用， (S，， )表示S在 处的所有可行 方向垒 

体。 

定义 2 设 ，是 R 一 R， Edomy，对每个奖系{ “关系 △ “< ，“>”．“=”， 

“≤”， “≥ 等等。我 j表D J戈系( )= {d∈R ：丑71> 0，s．f．，( + )关系，(矿 )， 

v ∈(0，T)}特别地 ，我们叫 

力 ( )为，在 处的下降方向浆， 

．  
D =( )为 ，在 处的黹埴方向浆j 

D，‘(矿 )为 ，在 处的非增方 向栾， 

I D广( )为，在 ’处∞非减方蚰集。 

另jI、，栽仃Jfj}i’ D * ( ·)△D， 关系( ·)．D 系(矿) D 系( ) 其中臼= 时， 

约苴芏D ( ’)=R 。 

定理 l 设，{ 一 R是姒1II橱 数 ’ Edo~t[， 则 (0)(D，‘( )’ =D，．(矿 )’(6) 

17t ( )=D，‘(矿)UD， ( )， (f)D， ( )盛 凸集 ， (d)D， ( 是 凸集 ，(P ) 

c DJj D，’( )) ．：D ：( )。 

证 (Ⅱ) ’( )：(D ( )) 抛鲑然旧，下ifii证哪J 厦包含戈 系，设 d仨Di’( ’)，由 

定义，埘瓤个7 > O， t．∈(o， ’)，他甜，(矿 +t一 )<，( )，Lh，的拟 凸 性 ， 有 

，(矿 ÷ <，I )，、‘ ∈(0， )。 分 朴 况 进 l J论。 (1。)Vt2∈(O，t )，都存 

在t。∈(0，t )，使f ，( + ad)=，( )。： ，( +td)=，( )，vf∈ 0， )，则 d∈DJ 

( )cD』 ( ’)这与 茌D ‘( ’)矛盾。著存在t ∈(O， )使得 f(x’+t d)<，( )，则幽 

，的拟凸性，有，( + )≤ 0 {矿 + d)，。，(矿 + d)}<，( )这与，( + d)=( ) 

·矛盾，．所以仪打 述情况 存在t~E(O， )，蚀骺，( +td)<，(矿)v ∈(0， )It[1 dEDi‘ 

( )， 而 d (D (矿)) 。于址毋 ( ) (D ( )) 。综上¨论得 D广( ’)=(D 
( ·。) ’ - 。 

， ： 

’ 。 

(6)直芭然DI ( )UD， ( )c-D， ( ’)，山(Ⅱ)彳『Df f ’) r口 ‘(̂‘)) =Ds‘’ 

。( )̂ D， ( D ( )。于是D， ( ’)U 。( ’)=． (jf )0[ ，‘( ’)n(D，‘( j) ) 

= J ( )0 DJ ( ’)， 叩 D ( )ED ( )UD， ( )，从 _f』 DJ ( )=D， ( ’) 

_j D， ( ) ．． 

(c)设d ，dI∈D， ( )，不妨设，( + )<，( )v ≤(O，1)，f=0 。 现令 d ：̂ 

2dI+(1一 )̂d。，v ∈[0，1]反设若存在 ∈̂CO，1]使得 盛Di (，)，山定义知 yT> O， 

存诬fI∈(o，T)，使得，(矿 + d )≥，<， )⋯( )但特别取T=1肘，山前面假设知t < 1且 

，( ’+t,d )<，( ’)，i=O．】。而童。+ ld (̂( + d )+(1一 )( +tjd。)。由 ，的拟凸 

性有，( +tld )≤ {f(x。+7 i}，( +t d )}<，( )这与‘※)芳盾 。从irma ∈Df 

( ) 即D ‘( )是凸集 

(d)设do，d1∈功 ( )不妨设，(矿 + 。)≤，( )，，( + )≤，(， )，vt∈[0，1]。 

现 々d = +(1一 )̂ ，V ∈̂[0，1] 反设存在 ∈(0，1)使得 d 硅Di‘( )，曲定义存 

在t．∈(o，1)使得，( +t Ld )>，(矿)。另一方 ，山 +t,d = (̂ +rid。)+(1一Z)( 
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~i—f(

x 

—

t —而 f。 ， ·+ }≤，( 脑坷，( + f
．
d )和 ，的拟凸性， + ,d )~max{f(x’ f,do)，，( + 【d‘} ， 陋 J 

tfl z))f( )矛盾。^d ∈Df‘( )即 Dj‘( )是凸椠。 

< )由D， ( )E．D ( ’)和(d)即得。 

定义3 c T]；设C三R 为凸集，，称为C上协J ‘J，糟V ， ∈C，，(一)>，( j存在正 

数 a和 T， f≤卜一般 T-nf都依赖于( 和 ：)使得埘缸个 O<O<r，有，[(1一日) 日 ：]≤ 

tJll 1 c T]设，：e—R址 呵微函数，C为R tl J椎 ， ，-~-'C上曲伯凸函数之宽要条『1：是 

、『 ， ∈C，当( 一 ：)： 7／( )≥ o叫 ，有，( ‘)≥，( )。 

定理 2 设 ，是伪J 函数， ：domf，划 

(Ⅱ)D， ( )：{ ；，：( ， )<o}这 J] ， ( ． )：l ⋯ —f
—

(
～

xe +

一

2d

j

)
一

- f(
一

x~

一

)
．  

(6) ( ) { ：，，(矿 ， )=0}，：L~_2 2Df，( 一， )=fil L ， ± 
^一0 ^ 

(c’D』 ( )E {d； +( ，d)≤n} 

( )D』‘( )= {d6： ( )l{／ ( ．f，) 0} 

证(d)姓然Dj ( )=]{d ， +( ，d) ：o}， Il￡反诬 荚系，设 d∈D ( )． 出定 

义知存在正数71，使}謦，(26" +Td)<，( )， I{I ；|f】定义知仃 数 a雨l T， ff：1使褂 0≤ 

口≤ ，，( +OTd)~-f( )一0 。 J 址，，l( ，(，)= 二 lxY2<
．

一 ；<o 

所以 dE {d： if( ， )<0}IJID, ( )￡ {d：， (矿，d)<0} 

综上所迷，Di ( )={d：， ( ，d)<o} 

<b)娃然 

(c)由(Ⅱ)，(b)羽】宜Jilt t(6)蜀褂 

定理 3 设 ／赴可做∞lt I 数， 薹domf，则 

(a)Ds (矿 )： {d： ，(矿 ) < 0} 

(b)DI ( )址I”f悱 n ( )[ {d： ，( )rd=0}I 

(c)．DJ ( )： fd： 17f( ) d<7-．o， 1 ，( ) ：Ol,j-4fd~D ( 。j} 

证(a)显然D ‘( )] { ：V，( ) d ：0}， I 反包含兑系。 灾J：rlf，的伪凸傩及 

'3I~-1知j当 ，( )‘d≥ o 1．1，埘、 ≥O， f，( r蹦)≥ (x )，nl】dg-D，， ( )这说叫当 

d学 {d；( ) d<0}t1．J‘， 哥D ( )，Ⅱ̈ {d了，( ) <0 j=、力 ( )艘 

D ( )： { {V，【 ) d<o)， 

(6)Ds (矿 )是锥Ill定义 知 ， lqil~ ( )是J f 。PJI7实上，设 d。，dt∈D， ( )， 

不妨设，( 十td。)=，( )，、 q[o，1]，i o．1现设 d。=2d 一(1 )̂ ，vz q[o，1)
。 

由f赴∞ 一>gtl, ‘1翔1．，( +td )<---max{f Cx +td。)，f(x +td )j：f(x )，VtEO
，1]。 

另—‘方面，眭ld ，d ∈Dj (x )．易知j ，( )rd。=0，1v ( ) d =0。从 Ĵ ，( ·) _d = 

Vf(x ) (2d +(1—2)d。] 0，山0l理 1知，( +td“)≥，( >， t≥ 0。 综迂上面两个 

1Iii， 我 ffJ有 
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f(x‘+tR’)=，( )，vf∈[o，1]。 即 · 

∈D，’(矿 ) 所以 D， ( ’)是凸集 

(c)由(d)，(6)和定理 1(6) 

定义 4 令S= { ：， ( )≤0，̂ ∈P)，P( )= { 6P=， ( )=0)， P。= { 6P， 

v 6S，， ( )=0)，P ( )=P( )＼ P = {̂ 6P( )： Zxh6S，使得， ( )<0)，P = 

PNP’={ 6P：丑 6S 使得， ( )<0) ‘(x)I表示P ( 中元素 的个数。 

定理 4 设P是有限指标集，S={ ：， (x)≤0}。， ：R“一R是严格拟凸函数， 6P， 

6S，则当p‘( ) 时，存在 ∈S，使得， ( )<O，^∈P 。 

证 由P ( )定义知，对任意 6̂P"( ，存在 ∈s，使得， ( )<0。令 靠] 

2xa ，由， 的严格拟凸性，有 ， (一x)<max
．fR( ：)≤0，v^6P ( )。再 由P =UP ( ) 

ÊP‘( 
． 

1E ‘ ( ) E 

和P是有限指标集，不难知存在 ．，⋯， ∈s使得P ： P (墨)。 
| L 

且存在 ，⋯， ， 有 

， ( )<0，V ∈P ( )， =1，⋯，ro现取 ={{i一由，-的严格拟凸性，有 ( ) < 

max， ( )≤o， v ∈P‘= P ( )。 
J‘ l‘ l 】 

三、在多目标数学规划中的应用 

我们考虑下述多 目标数学规划问题t 

(P ) 一 i F‘ 

’9(x)兰 0， R={ Jg( )兰0} 

其中F( )=(，L( )，，{( )，⋯，fp(x)) ，g( )=(g J( )， ⋯，g ( )) ，，‘( )， ( ：1
。 

2，⋯，p)， ( )( =1，2，⋯，m)是定义在R 上的实值函数 

由第二节定理 4和[6]中定理 6、定理 7我们不难得 下述结果。 

定理 5 设F( ， 一g( 分别是连续凸和严格拟凸函数，则 为弱有效解之充要条件 

0垒 {zER“＼{0)／ >o，使得F( +d )<F( 。)， 

gE＼。 ( az)~O， g。 ( +d==0)G∈(0， ]}= 

⋯

定理 6 设F( )， 一g( )分别是可微凸和可微严格拟凸函数。则是弱 有效解 之充 要条 

件是 ⋯ 一 

0垒 {2 6R ＼{o}／a~->o，使得F ( 。 <0，g 口
．
， ( 。) 0， 

口口．( 。十az)=9(x。)=0，口∈(o， j)= 

http://www.cqvip.com
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引理 2(1，5) (Dubovitskij-Milyutln)设 ，cl，⋯，cf为凸集，且 0∈c／ ，^=0， 

1， 2，⋯，l。而c月，南=1，2，⋯，l是开的，则 。 存 不全 。的 ∈。-’ 

； 0  ． 

R=0，1，⋯，l，使得有 y =0成立 
‘ 口 

r ‘ 

其 中 c = f Y∈R ：v并Ec ≤0} 

由gI理 2，我们有定理 6的 对鹇形式： 

定理 7 设F( )， 一 ( )分别是呵微凸和可微严格拟凸函数。则 。悬弱有效解之充要条 

件是存在向量 ， ’ ’⋯，p~$1R附，jEE＼D-，使得毒 il厂{ ( -留。
．  

( ) 

∈一c(E＼D．) ， ．̂>1o，i=1，2， ⋯，P， ≥0， EE＼ D
． 不垒为 0 其中c(E＼12．)+ 

为凸锥，c(E＼12．)={ fg口 f 。+az)=0，。∈C o， ]} 

证 令 c = { J ( 。) <0} i： 

不难验证c．，D 均为凸锥，且 。Eclci，， 

6， 。为弱有效解当且仅 当 

⋯P，Di= f 』 ， ( )2>O} ∈F／n．， 

2⋯，⋯p·O 6clDj， ∈EIa。。由定理 

( ) )nc(F／臼 ， 
而 c(E／I2-)是包含 0的凸锥。注意 f ，。 ( ) lai≥ 0}，i=1， 2，⋯p

， Dj+： 

f一#i．gi ( 。)』 ≥O}， EE＼D．，这样 由引理 2即得所要证结论。 
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