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摘 要 本文讨论 了一类灰系数为区问的灰线性规划，’定义了其第一和第二 白 

化线性规划及其灰对得规划，探讨了它们 的解与厚规划的解之 间的关系，并得 出了 

一 些新 的结论 
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ABSTRACT In thi S paper， a kind of grey linear programming with 

grey interra1 Coefficients iS diseu ssed，the definitions of the first and seeond 

w hitenized linear prograturnings and the grey dual linear pr。grammi“gs are 

preseated， the relationships hetween the so]．utions of the ahove three kindS 

of programm ing and the solution of the primal programming are explored， 

and solne new Conelusions are obtained． 

KEY W ORDS grey linear prog rammi,ngl the first whitenized linear prog— 

ramming the second whitenized linea r p rogramming} grey dual linear 

programmingl grey feasible solution； grey optima1 solution 

一

、 引言及记号 

灰色系统理论在八十年 代初由邓聚龙教授[1]提出以来，得到了广泛的 研究和 发展，并 

跨 出了控制论领域及技 术学科而渗透到社会、经济、管理决策、气象、生物、水利及生态环 

境等各个领域，逐渐形成一个横 向学科。其内容包括灰色建模，灰色预测、灰色决策和灰色 

控制等。本文所讨论的灰色线性规划属于灰色决策的范畴。下面主要叙述有关灰色线性规划 

的进展与成果，这方面的文章笔者见到的很有限，主要来 自于文献[1]。 

1． 把灰色生成数预飒lJ模型 (GM (1．1))引进 了线性规划，在某 种程度上克 服 了线 
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性规划静态的缺点 。适 用于约 束条件 的约束值随时间变化， 井可以 用时间 序 列表示的情 

形 。 ． 

2． 把灰数引入线性规划，即允许线性规 划的系 数是灰 数， 特别是在区间上取值 的灰 

数，并对 目标值相应于灰数而变化的范围即目标值的漂移范围进行讨论。 

3． 提出了相对解的概念，即灰线性规划的目标函数并不要求达到严格极值 ，而只要求 

它落在某一预先指定的范围，此时的解称为灰线性规划的相对解。 

迄夸为止，有关灰线性规划的讨论只矧留在具体应用和举例上，在基础理论甚至基本概 

念方面的探讨尚欠缺。本文试图在此基础上，对一类灰系数在区间取值的灰线性规划作一些 

理论上的探讨，从而为实际应用提供一定的的理论依据和求解方法。 ． 

以下是本文中使 用的一些符号：@为一般灰数j@ (a．)为以。。为白化值的灰数i@或 

@ (。。)表示灰数@ 的白化值 ，@ (Ⅱ．)可能是。 也可能不是Ⅱ．，@ ( )表示灰矩阵，@ (吾)， 

@ (c)表示灰 向量 

二、灰线性规划及其灰最优解 

本文将讨论如下形式的灰线性 划： 

rmax =0 (c) 

(GL) S．f．p( ) ≤@(6) 
I 

＼ ≥ 0 

其中 @(c)=(cl，c2，⋯，c ) ，c』∈[c" c ] 

～  
一  ～  

、 

@ ( ) (Ⅱ， )⋯ ，。． ∈ ⋯ Ⅱ． ]j@ (6)= (6 ，6：，⋯，6 ) ，6
。 ∈[6i， )， 

= ( l， i， ⋯， ) ， J∈R，i=l，⋯，m，，=1，⋯，n 

为了求解灰线性规划，我们给出两个有关的规划，(FGL)称为(GL)的第一白化线 

性规划。 

f 1TI~tX == c 

(FGL’I s．t．A ≤百 
l _≥。 - 

其中 。 (。 ，c：，⋯， c ) ， =(三 )⋯ ， =(一b ，百：，⋯
， ) 

( l， t， ⋯ ， ) 。 

(SGL)为(GL)的第二白化线性规划： 

，Fil'aX z=生 x 

(sGL 《s．f． ≤6 
＼ x≥ 0 

这里 三 =(三” 三j，⋯，三 ) ，3-=( ) 
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b ： ( b【， b" ⋯， b m) ， = (*l， *t， ⋯ ， n) 。 

定义2．I 称为 (GL)的灰可行解，若存在某 0 (A )及 圆 (b)，使圆 (A ) ≤ 

0 (6 )且 ≥0 

灰可行解的全体称为(GL)的灰可行壤，记作R(GL) 

定义2．2 。称为 (GL)的灰最优解，若存在0 (c)，0 (A)及 圆 (b)，使执为 白 

化线性规划 

【III~X =@(cYx， 

(吼  s
．t． ( ) ≤卤(6)。 
I ≥0。 

的最优解。 

(6 )的全体灰最优解所成之集称为 (GL)的灰最优解集，记f~S(GL) 

引理2．1 (6Z )的灰可行域与 (FGL)的可行域相同，即：R(GL)： FGL)。 

引理2．2 设 是 (FGL)的最优解， 是 (SGL)的最优解，则： 

c =max{圆 (c) ES(GL)1-, 

三 2：min,~圆(c) xl xES(GL)}。 

引理2．3 对 (GL)的任一 白化线性规 划 (GL)有：R(SGL)r-R(GL)E ( )。 

对应于原灰线性规划 (GL)，我们考虑如下形式的灰线性规划 

f11"Ii11 =0 (b) 

(DGL){s．t．@( ) ”≥@(c) ， 
＼ ≥ o 

其中 ”：(”j，”2，⋯，” ) 为m×1列变元向量。 ’ 

称 (( )为原灰线性规划， (DGL)为对偶灰线性规划。它们 互为灰对偶， 下面将证 

明此 结论。 

(FD )为 (DGL)的第一 白化线性规划： 

／ i“ ， 

I 

(FD {s．t．一『口≥c T 

”≥ 0。 

(SD )为 (DGL)的第二白化线性规划： 

j 
、 ≥ 0。 

以下将讨论 (G工)与 (DGL)以及它们的解之间的一些关系
。 

引理2 4 (FGL)的对偶规划是 (SD )} (SGL)的对偶规划为( D)
。 

命曩2·1 若 (SGL) ，S(FGL)年 ，则 (GL)的任一自化线性规划都有最优 

http://www.cqvip.com


第12卷第 4期 李毛亲等：一类灰线性规划及其对偶理论研究 25 

解 。 

证，由引理2．3，有：R(SGL ) R (GL)ER(FGL)。 ．．．由月(SGL )年 得l 

R(GL) Vx∈只(GL)，并设 。ES(FGL)。由引理2．2： 

(c) ≤ ≤ 。． ．·．S ( ){ ． 

命置2．2 若只(SD){ ，R (fi：L){ 则(GL)有最优解|者月( ￡){ ，月(D6E ) 

年 ， ~rI(DGL)有最优解。 

证：若只(SD)年 ，设某 (GL)，R(GL) ，取口。∈只( D)， ∈月(GL)l 

西(c)rx≤ir ≤( 。) ’ =口 ≤ ( )*≤ 卤(6)。 

．
S(彘 ) ． 

同理可 证后 一 结论 。 

命置2．3 (GL)与 (DGL)的任一 白化线性规划 均有最优 解的充要 条件是月(SD ) 

年 且R(SGL){ 

证 ：必要 性显然 。 ， 

充分性：由只(SGL) 得 (GL)的任一 白化线性规划(G工)的 司 行 域 非 空 ，即 

R(GL)年 ，从而有只(FGL){ ，月(SD) ，再由命题2．2知： 

S(GL) 即(GL)有最优解 

同理 可证，对 任一 (DGL)， (DGL ){ 。 

命置2．4 若 (GL)的任一 白化线性规划均有最优解，则 (DGL)的任一 白化线性规 

划 也有最优解 

证：事实上， (DGL)的任一白化线性规划必为 (GL)的某一 白化线性规划的对偶， 

再 由线性规划的对偶原理， 当(GL)有最优解时，其对偶 (DGL)也有最优解。 

综合以上各命题，关于 (GL)与 (DGL )，我们得出如下关系。 

1． S(GL )年 ，S(DGL)年 即它们的灰最优解集均非空集I 

2． R(GL)： 。只(I)GL)= ，即它们的灰可行解域均为空集 

3． 一个灰线性规划有灰可行解，但其任一白化线性规划的目标函数在此灰可行域上无 

界，而另一灰线性规划无灰可行解 

于是，我们可 将 (G )与 (DGL )看成一对灰色列偶对，且它们互为对偶 

由于本文所讨论的灰色线性规划，其灰 系数为 区间，所以 其目标 函数也有其特殊的性 

质，以下将讨论这方面的问题 

下面仍用引理2．2的记号，ll[1x 表示 (FGL)的最优解，扎表示 (SGL)的最优解，并 

记 l 

，l= C l，，r C z2． 
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命题2．5 (GL)的任一 白化线性规划的最优 目标值均落入区间[， ，，t]。 

证：由引理2．3；月(sG工)c月( ) 月(FG工)，其中(如 )为(G￡)的任一白化线性 

规划，设其最优目标值为 ，=@(c)rx ，有； 

，2= ：≤0(c)rx2≤ ／ @ (c)rx ≤ c l ，l- 

． ，∈[，。，，．]。 

命题2．6 对任意 ∈[， ／lj，必有(G工)的某一白化线性规划‘(6 )，使得(施 ) 

的最优 目标值等于 ，。 

证：为 了有助于命题的论证，引入如下参数线性规划： 

m&X c(0) ， 

P (0) ．s．t．A1(a) ≤ 6】(0)， 

≥ 0． 

其中 c(a)=旦-+a(c～三)， (a)=A—a(A一 ，6(a)=
．鱼+a(b一 )， ( t， 

⋯， ) ， O≤a≤ 1。 

显然，P(0)即为 (SGL)，尸(1)即为(FGL)，并且对于任意固定的a∈[0，1]，P(a) 

均为 (GL)的一个 白化线性规划。 

对于参数线性规划P(a)，由于目标函数及约束条件中的函数c(a) ， (a) ，6(a) 

均为口的连续函数，由T．GⅡ，[3]知，其 最优值函 数 (a)也 为 a的连 续函数 且 显然 有 

’(0)：／ ， (1)=／ ，从而任取 ，∈(／：，／ ]， 必有ao∈[0，1]，使 (ao)；／，即 ， 

为 (GL)的白化线性规划： 

厂Ir】。 c(d。) ' 

c s．t．A(a。) ≤6(a。)， 

l ≥o． 
的最优目标值。 

称[，：，， ]为 (GL)的灰最优目标区间。 

命题2．6的证明使我们看到，参数线性规划尸(a)不仅是 (G L)的一部分，而且是使我 

们了解 (G工)的重要的一部分，因此，有必要对P(Ⅱ)作一些探讨。 

引理2．5 对任意 的a” 口±∈[O，1]，al≤a2有 R(口1)E R(a2)，这里，R(a1)及 

R(a。)表示P(a )及P(a )的可行域。 

证；Va1，吼 ∈[O，1]，a】≤吼， ∈月(ⅡL)． 

[ 一ai(A 一
．  

)] [ ～Ⅱ (A 一 3x+(口i—a2)(A 一 ) 

’  ≤ b +Ⅱ ( b～b)+(al一吼 )( 一 )茸 

≤ +。 ( b一 ) 

≤ 6 ( b—b)． 
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．．． x∈月(吼 ) 即月(aj)呈月( 2)． 

以上不等式成立，因为 ≥0，(a。一a )≤o，(A— )≥ 0， 

．．． (。l一口2)(A — A)x≤ 0 

命篡2．7 最优值函数 (a)是a的单调函数 。 即对任意口 E(0，1]， 《 at, 有 

(a )≤ (口2) 

证：设a J，口 E CO，1]，a ≤。2，由引理2．5知，月(a1)量 口1)。 

又 ．．．c+a￡(c— c )≤ c +口2( c— c)fill： c(a-)≤ c(a 2)，而 ≥ 0 

．．． ‘ t aI)rx c(aDrx (。z 

．_． (口!)≤ (a=)。 

由以上的讨论可以看出，我们所定义的 (GL)的第一 白化和 第二 白化 线 性规划是解 

(G工)的关键，解出 (FGL)和 (SGL)我们就可对 (GL)的最优 目标有个大概而基本 

的了解，因为 (GL)的最优 目标值构成一个区问，而此区问的两个端点正好 是这两 个 白化 

线性规划的最优 目标值。而参数线性规划P(口)无疑可以作为解 (( )的一个 有力工具， 

因为它的最优目标值所成区间与 (GL)的灰最优目标区间相同，从而 它代表 了(GL)的最 

重要的一部分，另外，P(d)的最优值函数 (口)具有很好的性质——单调性，这在实际 

工作中无疑会带来方便。特别是在解灰线性规划问题时，常有一类是预先蛤定 了目标期望值 

的，这时，先求出 (0)与 (1)，构成 (GL)的灰目标区间，与 期望区间进行比较， 

根据 (a)的单调性，选 出适当口。， 求解P(a。)而得出较满意 的解。 

为了对前面的讨论作实验性说明，兹举例如下： 

。 例：求解下述灰线性规划： 

／12lax =0lx +0 ， 

l s．t．0ll +0 J 2 2≤0(b1．)， 

(GL) 02 l+0 2 2x2≤0 (口2)， 

l 0 a x 十0a x：≤@( )， ． 
＼ ≥ 0 

其中 0-∈[1，7]，0 ∈[4，12]，0 E C1，2]，0-IElI4， 10]，0：lE[4，8]， 0II∈ 

[1， 3]， 0 alE(1， 3]， 03 ∈[一1， 1]， 

0(61)E[200， 240]， 0 (6 )E C150， 2O0]， 0(63)E[30，4o3。 

解 ：1)先写出 (GL )的第一和第二白化线性规划： 

rtTIaX 7x1+ 12x2， 

f s．t．x L+4x2≤24 0， 

(FG L ) 4x L+ 2<20 0， 

I xl— ：≤40， 
I
X

, ≥ 0 

2) (GL)的灰对偶线性规划如下： 

’ 
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r，min=：0(6J 1+0(6 2) +0(63》 ， 

c {s．t． ： 
v>／ 0。 ， 

t肋  。

l Ov l 

3vs~

≥

" 1 ,

， 

c {s．t． ： 喜； ： 

(FGL)的最优解为( ， ：)=(号 ，—15莓_’2)，(S／9)的最优解为( t， 

：， )=( 4 1，{ o)，它们的共同最优值为 ：869，(SG￡)的最优解为 

( ， )=({ 里)，(FD)的最优解( ， ， )=(昔，D，击)， 

厂fllax z=(1+6a) l+(4+8a) 2， 

、 I s．t．(2一a)xl+(tO一6a) l~<200+40a， 
一 P(口 ) (6—2a) J+(3—2a)x2~< 150+50a, 

l (3—2a) l+(1+2a) 2≤3)+lOa, 

＼ ≥ 0． · 

算P(o．8)，得 ·(o．8)=556E C5OO，7oo)f1(8n 8697，且得(* ，砖’=(等， 

—!篙 )为所求之解。 
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结 语 

本文对一娄灰系数为区间的灰线性规划作了撵讨，培出了一些基本溉念和定义，如灰可 

行解，灰最优解及第一和第二白化线性规划等。井定义和探讨了其灰对偶线性规划及它们的 

解之间的关系，不仅为灰线性规划作了一些理论方面的研究，同时也提出了一些解灰线性规 

划问题 的方j击。 
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