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幻 体 的 构 造 
THE CONSTRUCTURE OF A M AGIC N．CUBE OF ORDER T 

冉 摄 黎 

Zhou Zhengli 

(应用数学 系 ) 

曩 耍 幻体是 幻方的推广。它是一类特殊的组合设计 奉丈对正 整数 N ： 

6． 7，8，9和任意的奇素数r，培 出了Ⅳ维r阶幻体的构造公 式。对任意的正整 

羲Ⅳ和奇素羲 ，Ⅳ维 阶幻体的构造公式，也 可类似地推 出． 

关■一 幻方 幻体 组合设计 

中国图书资料分类法分类号 O1 5 7．2 

ABSTRACT A magic N—cube of o．rder T is the extension of a magic square
．
In 

this paper
．
the formulars of constructing of a magic N-cube of order T have been 

driven where N= 6， 7． 8． 9 and T is arbitrary prime odd integer
．
For arbitrary 

positive integer N and prime odd integer T
．
the formular of constructing of a magic 

N-cube of order T，can be derived similarly
．  

KEY W ORDS magic square：magic N-cube of orde r T；design of combination 

一

、 定义和记号 

称点集 

={c ．⋯ ． { K ∈E ~。O．, ～-1 )为Ⅳ维 
r阶点阵或Ⅳ维r阶超立方体 ．它是 图中所示 的兰维 r阶 

点阵柏推广．称 的子集 

= { ，⋯ ． 一I， }．i +1，⋯ ． Ⅳ一1)ft= 0 1，⋯ 。N一 1} 

为 的一个直条．若 的点 ，一( n．⋯，is-i)的坐标非0即r一 1， 则称 ，为 A 的一 个角顶 

点· 共有 个点·2 个角顶点．若 的一对对角顶点( 。．⋯， 一 )和(，0，⋯，“ )的坐标 
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满足t'Kq-jx=T～ 1．匿= 0． 1，一 

角顶点确定的 的子集 

{(̈  二 t 

(Ⅳ一 1)．别称之为 的一对对角顶点．由 的 一对对 

-+ 二 

称为 的一个主对角条 只有2 一 个主对角条。由于 二 = 1或 一 1，A的主对角条可分 

为 下 列各类 ： 

S+= {(￡．⋯．e)【 0，l，⋯ ，‘r～ L)}： 

K l Z= 0 ，l
，

⋯

，T 一 1 、 

1 ⋯ 卜 ·⋯ J ；0．1
． ．

．
Ⅳ 一 I } 

s ：{( ．．．f． —i一 ， ，⋯， ． 一 

- -

， t 

0 i N_- 1)：⋯ 一 ． ，⋯，f)j }：⋯ 0 ≤< ≤一 
分别称之为全正、一负、二负．⋯⋯主对角条。适当选取主对角条上一对对角顶点的顺序， 

总可使主对角条中没有垒负主对角条，而且使得任一主对角条的坐标中 ， f的个数不小于 

一

1一 的个数 。于是 的2 个主对 角条 ．在Ⅳ为偶数时 ， 可分 为 + 1个类，在Ⅳ为奇 

数时，可分为Ⅳ 个类
。 

若定义在点集址 的函数 口( )一4(z --， )满足 

(I) 口(I)的值域为 ‘0，l 2，⋯。T 一 l}(共 个数)： 

(Ⅱ) 
I∈茬一直 ‘I ∈任三主对角线 (I)； 兰2二』 ， I∈任一直线 I∈任一主对角线 

贝n称 口(I)为Ⅳ维r阶幺J体 ，称 ( 一 为幻和
。 

二、关于幻体构造的已有结论 

许多 文献都已确认 f列 

定理 对同一N己构件 -阶幻体 和 阶幻体 ，则可构作 阶幻体c( ；T × ) 

c = × + ：： ： i + f ．j一 0，1，⋯，(Ⅳ一 1)
． 

因为任一奇数 (≥ 3 都可分为解为奇素数之积 ．故由此定理可 以推断
： 

只要能构造Ⅳ维任意奇素数阶幻体，就能构造Ⅳ维任意奇数阶幻体 

文(1]绐出了Ⅳ维 4阶幻体的构造方 法。 

在 己构造出Ⅳ维t(奇素数 )阶幻体的条件下 ，文(3]绐出了构造Ⅳ维 2 阶幻体 的方法
。 

由此又可推断 ： 

只要能构造Ⅳ维任意奇素数 阶幻体就能佝造Ⅳ维r= 2 l(t奇素数 )阶幻体
。  
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三、N维T(奇素数 )阶幻体的构造 

因为vb∈[0，T 一 1)．都有 

b=‘fo)r+(f,)~T-t-⋯+( 一z)rT ’ ，， 是正整数 我们 将 口(I)取作 

口(I1=(，o(I))r+(f (I))rT+⋯+( 一 (I))rT ，I∈ ．为简便起见 

我们将， (I)取作 I=( o，⋯ ， ．z)的线性函数 ，即 

∑bj +c ) T ，b ．c 整数，要(1 式定义的B(I) 
K D 

是Ⅳ维 (奇素数)阶幻体 ，且须 

(I) J年f ==争口(I)年口(， )； 

(Ⅱ) ∑ 口(』)； ∑ 口(̈ ： 

』∈任一直条 』∈任一主对角条 

怎样裤晕。 ≮-- ． 
．． ． 6 DD ··⋯ ⋯ · b0Ⅳ一】 I fCo 0 

． ．B—1．．⋯⋯⋯⋯ ⋯“l和c一 ! 
6 】。⋯ ⋯ 6N—lⅣ一l j C 

． 】 

才能使 口(』)满足(I)和(Ⅱ)呢 ? 

引理 1 设 ，(t)= (C t+C 2)r,若c z．Ca为l槎数 ，且 (C】， })= i 
⋯ ，( 一 1)是 {0， i，⋯ ， — I}的全排列。 

弓I理 2 若 (『Bf，T)= i，则 I寺』 口(，)≠ 口(』 )一 

由此可得 

‘ j I I 

i 2 i 

引理 3 若B=
⋯ ⋯ 一  

1 i 1 1 

。C。 

对任意的c= ； (C 是整数 )都有 
I C 

一 1 

f I) 1年， ==争口(，)年 口(I )； 

(Ⅱ) ∑ ( )一 
I∈任一直条 ． 

对任_ ⋯ ， ”， “ 
． 

) 
~ff：--i∈[0，N～ j)都有 

l 

∑( 
tE【 

， f ∑  

II 

)  

I  

(  

口 

6  ～∑  
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— i 

∑(6 + 
T=口 

1 _ 1 

：  要 于 
b (j ，T)= l —T=0 ． 

∑ (，)：T(Z_- i (I+ +⋯+ 一 )一! 

(I)之证 由(『Bf，T)一 1(『Bi一1)和引理 2立得 。 

到此，N维_厂(奇素数 )阶幻体的掏造问题 ．己化为确定整数阵c 一(c。，⋯ ，c 一-) 

使对任～主对角条S，都有 ， 

(Ⅱ) ∑ 口(，)=T(T= -I) 

成立 的问题 。下 f分别Ⅳ= 6、 7、 8
．

9
、

⋯ ⋯

， r为任意奇素数 的情况 ，确定整数阵c，． 

从而得到 6、 7、8、9、⋯⋯维奇素数阶幻体的构造公式。 (Ⅳ=2
、

3
、 4

． 5的情 

况 ，文(3]己讨论过 )。 一 ， 

(L_一) 6维T(奇素数 )阶幻体 

(，)=∑(， ( 

= (io+ij+⋯ + io+Co)r+ a o+2i + 如+⋯ + i5+C )rT 

+ (i o+21+2i z+ i3+i4+ 5+Ci)rT +( o+ I+ 2+ 2i3+ 4+i5 

+C 3)rT 

+(如+n+i2+iz+2 + s+c．)rT‘+‘“+i +f 2+ + +2i 

+C )rT 

韵 (，；(f)) 在四类主对角条s1．S ．S：
． s。上的表示如表 【所示 

袭 】 

c 蝶 骤 ’ 籍 一 s C 的值 

。 ⋯(io+i z +iz+ it (4t+T -- (2 

c：)t+2
． _1) t怕+3(，T 攀懑r 

(i~ +2i

．+ct+it +i f+c 蒜t+并T-t t+2(T -1．) (t+3(T -1 乐el(it+2it+it+i +CDr el=C C T Cl T 3 3； +i‘+j．+c1) 。(7i+cI)r㈦+2I 批fr ： ； ’ 【)+I) +I) 一 一J)+ ) ，气，0J= 
蒿 。 同上 同上 同上 同上 。，：。 

3 ： 。 同一b 同上 同上．， 同上 。 
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因为要(Ⅱ)成立 ，即对任一主角条s．都有 

∑ (，)= 仁 ∑ UA z))r= ， 

，= 0，⋯，Ⅳ ～ i．于是 应是 同余式组 

∑ (6t+c。) —T(T27 ’ (1) 

T — 

∑ ( +c。) l4) 
。 D 。 

的解。当 3时，由引理 1知，(1)一(3)对任意fCj~ co都是成立的，要 (4)式成 

立 ，只须(一3 +c。)r= T- l
。 故 

T年3时， 由(～3+Co)r= ：I一确定． 

当r= 3时，(2)、t 3)两式对 任意的整数 Co都成立 。 要 (1)式成立 ． 只颁 C。= 

曼 一 l此时
， (4)式也成立：于是 

t一 3时 ．C0=i。 

类似地可以确定 ．只要 为奇素数 ．都有C,=Ca=C c = = 3 ． 这就得到 了6维r 

(奇素数 )阶幻体的构造公式． 

袁 2 

， (／AD)r ‘ 票 襄票 ‘ 饕 絷 ‘ 票 。的值 

。 c + r ’一1 古 一1 ：s 

褂  ̈r 《 tq'3(T-”1)+Ct)r j-,C C ； r + 汀 占 ‰ 曼： +C1)r + I)r + 1)r— 一一啪罡Ll· 

卜～ 一。 

r — 
1l lI 

C C 

+ + 

4  2  

(  (  ∑ ∑ 
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i ㈤， 蝶 嚣t 纛‘ 嚣’ 杂· 的值 上柏表示 上曲表示 上柏表示 州但 

。 ；；(sf+ )r(1e+tG+T) - (4)t +．，z，(T一一(2．t++c31．'(T 。j ：％ 由(一l+ )r 三 
确窟c． 

(7 l+T一1 (5f+2(r一 (3t+ T +{(r— 
I

⋯

(io
+

~i’+．21p
c is*．(卅c 矗肆 7， )+3C(D卜r 括o x , t) + C i)r

一  

一 1)+CDT 1)+CI)r 1)+Ct)T 1)+Ci)r 

2 i
⋯

s+

+f’
il

+

+2

c

i t+

)
i

r
s 同上 局上 同上 同上 同上 

3 +-．(i|
．

+

+1’
it

+

+icl+
I

2

)

1

r
| 局上 同上 同上 同上 同上 

：誉 同 M上 同上 同上 同上 

5 !!≮ 同上 耻 呲 上 同上 

。 上 

上 

旧上 

同上 

Ï】上 

同上 

同上 

】可上 

问上 

同 上 

； 6 ％ 幸7．时，< 置 
T一大予 7的奇素数 
CI可为任何整数 

T = 3时．(7．异1 
T=7，5时． 4 
T >7时 ．cj可 
为任何整数 
J 2， 3． ⋯ 。 7

． 

表 4 

c，『)r 森‘ 裔 - · c 值 

。 ’ (o r+c．)r (7f+ )r (5f+ )r (3f+c')r (f十 )t 

- 蔷 mt．c (寿s~ +T-i ；st辩+2(T- ：量(2 t+4(T-
1 1 C i )+cI)r )+ I )+c 叫)+ 

T 3lc． i一 

乐 
T >7的素数 ．C0 
町为任何整数 

T 一3时．Ci= 3 
年 3时 ．由(一6 

+CDr= 

确定Cl 
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(二) 由表 2可得7维r(奇素数 )阶幻体的构造公式 

(三 由表 3可校 ＆维f((商素数 )阶幻体 的构造公式。 。’ a t 

(四) 由襄 4前得9维T(奇素数)阶幻体的构造公式。 

不娃看出 ，对任意婀正整数 ≥2．和奇素数 ，用上述方珐．都可构造出珥维T阶幻体 

l1 
．

· Ⅳ 一I ’ l 一 

4(I)=∑ (， tI)1r ． 

、 ． 

·{ 

其中，6 ̂由B 

： ∑(∑ +C ) r 

“ l 。 ‘ 

蔓 删龇 2+1 式 
都庭满足 一～ ．．．⋯ 一 一 

⋯̂ _⋯ 莲瓠 譬 j ．．_ 

一

- 一： 十 4+ + t+ +3)。 +(如+l"I+ 2L+ t+如+3)a3 量 塞 印 针̈  " 3 

} l  

。 + 

(  

。 ．

T 

3  

0  

)  

3  

+ 

．  

+ 

●  

● + 

阶 

得 

1毒 口 
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( t， t． t． t． t． t) 1 364 

(2一t， f． t． t， t， t)7 26 364 

(t．2～z． t． }， }． t)723 364 

(f． f．2一 }． }， }， f)717 3 64 

(f f． }， f．2一t， }) 645 364 

(f．‘ t．f， t、．2一t) 48 3 364 

(2 } 2一t．2：-t
． t．t，t) 。703 364 

(2一t．2～t．2一 t． t．t．t) 25 364 

由此可见 ，各直条和主对 角条上 诸教之和均为 

． 

， 。 ( 二 1)一lo9 2
。 
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