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捕 要 本文提出了一种广义牛顿选代程序。怍为特蜘．它乜台了通常的车贝 

谢夫程序，切双 凿线程序和最逮下降程序。 

关■饲 牛螭遮代浩j车贝谢夫方法 最速下降法／仞双 曲线方法 
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ABSTRAOT We suggest a dass generalized Newton method in this paper． 

As special mmmpls， it contains the usual Chebyshev method。tangent-hypobolic method 

and eepen descent method
． 

KEY W ORDS Newton iteration method： Chebyshev method steeper descent 

m
,ethod／tangent·hypobolic method 

一 引 言 

在求解泛 函方程的各种方 法中 ，牛顿迭代是虽基 而重要的方法之～。早在四十年代 ． 

苏联著名数学 家康托诺维奇就对此作过重要 的贡献 他将解一般非线性方程的牛顿一莱普生 

方法推广到 knach空间的泛函方程上【1]。我国许多数学家如关肇直 、林群等人也对此有系 

统的研究 】。本文的主要工作是对文(1]附录的推广 。大致包含两个方 面 ．一是将文[1】 

附录中定理1的条件给予了减弱 ．用,rlHI1YHOB条件 (即熟知的H~lder条件 )代替 了原 来的 

Lipsdfi~条拌 。讨论 了迭代的收敛牲和敛速估计．二是将牛顿迭代中的F t ．)-1代之以一般形 

式的函数G(F 【 。))使定理具有更强的概括性．包含了通常的车贝谢夫程序、切双铀线程序和 

最速 降程狞 作为特僦。在定理3又意一步用,TIHIlYHoI3条件代替丁对a(F ( )， ( })有 

有界导算 子的要求。 

1  

本 文干1988牛8凡26日收 纠 

http://www.cqvip.com


第 1 2卷第 B期 杨 铎；广 义牛 顿 程 序 

二、定理和例题 

定理 1 假设泛函方程 ： 

P( 1= 0 

P( )是由巴拿赫 (Banach)空间 到巴拿赫 (Banach)空闻y中的算子 

邻域Gc 中存在。于是，若 ； 

1．P (‰)-1存在， I。P ( o)-1 ll≤ ．且 ll P(xo)ll≤￡， 

2． ( )在G中球域： t 

ll — 0 ll≤ r 

满足删 Ⅱy日0 条件： 

ll P (拍)一P ( )ll≤ ll 一 口，， ，为任何实数 

3． 工+2~Mra'<2 

(1) 

P ( )在 。的某 

(2) 

= 2(1 I_一，(从 丽 <1)，则泛 函方 程 

lj 一粕 _l≤ f 

中有唯一的解 ，且牛顿程序： 

+l= —P ( )一P(x．) ( 一 0．1，2，⋯ ) (3) 

收敛到一，敛速估值为： 

一  ff≤r口【 十 ) (4) 

证明：类同于参考文献(1]中P．25l—P．253的证明，仅需将P．252(8)式更正为 

II 1『≤ XR--~R-I H 
即可 ，其余各部分证 明相同． 

时论 ：当口 =l时 ，此即[1]~P251之定理l。当n >l与 <l扩大了实用范围 ．当口，>l 

比口 =1的收敛速率更犬。 

定理 2：对泛函方程 

F【 )= 0 (5) 

假设所有的G、F是作用于Banach空间中的算子，0是G
、 F定义域中一开集，0中以 为半径 的 

球 I，当其： 

lI — 0 lj≤ 

又若 ： 

i) G-~FWW--、二阶连续导算子． 

ii) iIG(F ( o))·V(xD)fI≤ ， EG。 ． 

iii) ll，一[G ( ))·F( )] ≤ ，0< <l ，为单位茸子
， ∈ k。 

如) 口／(1一口) ≤【 

一 

)  

十  

(  

口 
∑ 

卢 ； II 球 

， 在 

)  

中 ● 其 
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则对r‘义牛顿 序： 

· 一 G(P ( ) F( ) (6) 

序列 { )收敛到 ，它是方程(5)的唯～解，且误差估计式在球 ： 

f J z— o ≤ ． 

中为 ： 

≤ Ⅱ k 

— ff—G(F ( 。)．F(xo) 

≤ 

≤(1一Ⅱ)k 

≤ k 

= 』f( 一一‰)一[G( 1))F(x，)一G(F，(‰))F( ] 

= f 1一[G( ( o))·F(x一。)] ． f而一 。iI 

≤ 口 }- 一‰ ’ ． 

≤ 0 

≤ 口 

< 

其上由( )： 

xjo=xo-．b口( l—Xo)， 0<口<1 

· j lz2～‰ f r=lf 2一 I+ l—x~l I 

． 
≤f J也一 fI+ff t一 fI 

r{ f ≤q 十玑 

= (I+口)口 

> 

≤ 
· ’嘶 ∈ 

～

般设 一 ，⋯ ∈k。则 

‘ 

一 ～  
— I ll— if( 一]～ ． 2)一[G(F，(毛 

’ ≤口’I 
一 i—xo一2f J 

、 柏  

从面有 

)) F(x．．一)一G(F (．． ))F(x 
一 2)] 

ff ·一 。f』≤ f ～ _-I If+⋯+ f{ 一粕 “ 

≤(n ‘+⋯+口+ 1) 
，  

≥ j囊士 二譬 。： l一口 

、 ． 

。

： ’ 

：1| 

∥ ‰ 

卜． 一 
^ 

)  

(  

由 

明 
正 

一 

∈ 扎 

-- ．̈ 
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< 1 

： 七 

． ． ∈ 。 一 ， 

又 · I + 一 ．fI≤ II X~+p-- ．+ 一 I十一 +lI -t-～ ．II 一  

≤ ( 一 +⋯ 4-a+ 1)a 口 。 一 

< 

≤a n (8) 

-．．当0<口< 1时，基本序列{ }是勘na 空问巾的cau曲y序列，山Banach空间的完备性 

有 

’= lira  ̂ ’ 

(8)中 固定·令 g_÷o。有。： 、 

f1 一 ．1l≤d 。 

由(i)G与F分别属于一、二阶连续导算子 ’ ， 

．．． = 一G(F t ))·F( ) 1． ．． 

当G可逆耐有 

I．． F(x’)= 0 + ’ ‘ 

现证 ’是 (5)式唯一的解．设有 (5)之另一解z，那么由 (6)有。 

II 一Zl =ll( ’一z)一[G(F ( ))’F(x )一G(F (z)) F(z)] Jl ‘ 
≤all 一Zfl 、 一 

< l 一Z i ． ’ · 

但 E述不等式不成立。 ．．．(5)式解 唯一。 

下面举例 以说明其应用。 、 
． - 

例 l若在 (6)中取： 

G(F ( ．))=[P ( )] ， 

F(x-)一P( ) ． ÷ ．’， 一 一 
(5)就变化成了一般牛顿程 。 

倒 §’’对车出雪关cheb e；程序；’ 
． 

、 ． ，一 、 ’ ·、 L ， 

： 一  

若 { 慧 二 
(。)可变形为t 

．

． 

．  

． ． 
． ⋯  { 炎 ． 

一  

[饕 
在 (6)中取 鼯 ⋯ ： 

)= 

坤  
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G(F ·)) ；I一 F (‘) 

即为(9)。 

例 3 对 l刀双曲线程序 ： 

～ ． 一[ ～ ] c-o 
(1 0)可变形为 ， 

‘ 一{ 1 +÷[ 器] 渔； 
当在 (6)中取 ： 

F( )= 

G( )=({I+ F ．)] 
即为 (10)． 

例 4．对 最速下降程序 

一 -～ Ft ) (1I) 

在 (6)咔l取； 

( )一F( ．) 

o(v 

：(I】)式中变化为 (6)． 

又若对晟速下降程序 ； 

· 一  ．F(‘) (12) 

当鼽=c_F(裔≥ 

(6)中取G( ·)一F( )，=丸： 等警告矗 c，此耐在(6)中必 
篓扩 ．( ( ))为G(F ( ，， ( ))，上定理2的条件必须相应堑 ．这也是可能 的

． 此时(1 2)式变为(6)式． ’ 

汪 ：』二列各式中一 ，c 的写法应理解为导算子之逆
． 

． 

定 
．

对泛函方程(5)，假设G与 是作用乎lB日nach空间中的箅子
， 0是G，F定义域 

中一开集 ，当在口中球 ． ’ 

II 一 o I j《 

有： 
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(i) G与F分别为 一、_二阶连续导算于。 

( r) C(F，( ))存在 ．1lc(F，( ))l】≤卢，且 lF( o)1{≤L。 

(ili) G(声，( )) 在0中一球 

Il — 0 ≤ r 

中，满足李雅普略夫条件： 

lIC(F吖 J厂 ～C(F，( )) f≤ 】I -一扎 ，口 任何实数 (1 3) 

(i )当其： 

： ( )一G(F，( J)一 l l<d．卢+卢 p < l 

且 ： 
- - 

max(， (1一卢M ))=卢／(1一卢jlf 。)=Ⅱ (从而口< 1) 

r=卢L：∑ 
。 0 f 

、 

则泛函方程(5)式在球 。 

If X一 lI≤ 

中．存在唯一解 ．并且广义牛顿程序 ： 

．+I= 一c(F (以)l·F( ．)，( 一 0． 1，2．⋯) (14) 

收敛于 ．敛速估值为； 

n ．一 ‘1]《I口 (1 5) 

证明 类同参考文献(1]中．P．251一P．253定理 1的证明过程．此时其p．252的 (a) 

式中应为， 

}l F(z．)f{=；I F( ．)一：F( ．一1)一G( ，( ．． ))一 (并．一 ．一I)ll 
，1 

≤j。l’ ( 一1+f( 一 ·1))一G( ( -J)J叫ll dt。lJ毛～毛一l ll 
<a} 一 ．-lll 

≤—— — l】 一 一lll 
I一 』IfP 

其余各步骤类同C 1]中P．251一P．253．即参考文献中[1]，的定理 l各证明。 

但对参考文献C 1]中，P．251一P．253的定理 l的(10)式这里有 

lf X‘一zII≤ flG(F ( o))ll·}fG(F，( o))一 ( ～z){f 
= c̈(F fxo))”·1}F( ’)一F(z)一G(F’(Xo))一’( ‘一z)” 

≤卢f： F(z+l( 。一z))一G(F fxt)J-1̈dt·ff X‘～z 
≤卢dll x。一Z 

< ll —zi1 

逮-．． 0<0< l 

0< < j 
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．-． 0< d < 1 

注2 本文定理3与参考文献[1]P．25 1一尸．253的定理1的敛速之比莓： 
当其 

．
< 一 ： 、 

r) 一  

取 = r时 ： 

1一flMr~ > 

肌  < 1 

，[ 一 高 ] 
故本文定理 3之敛速 比通常的牛顿程序更快。 - 

注 3 本文定理 3与本文定理 1的收敛速率的比较 t当取 }= 时 ．要求 

／(1～ME )< 。ML／2(1一 r· ) ． 

当 L>2时上述不等式成立．故本文定理 3比本文定理 l的敛速更大 ．．袒增添了一个条件 

ff ，x)一c(F，( r Il<6 。 

注 4 当把a(F ( ))扩充为 。 ’ ，一0 

G( (也)， ( ．)．⋯，F‘ ( ．)．⋯)时 则可得出更广义的最速下降程序 

及其它几个广义程序． 
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