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摘 要 本文所提出的低阶奇异性边界单元法， 是以传统 的边界 单元 法为基 

础，通过弓f八一个新曲角变量，致使力曲核函数由原来的～1阶奇异性，降低为与植 
r 

秽横 函数一样，仅具有lnr阶奇异性 (r是场点与源点之问姆距离 )。从而推 出新 的边 

界积分方程，该方程具有较低青异洼，特别是在应力计算时，基本消除了原边界单 

元法的 边界层效应”——印原边界单元法在边界层附近的应力不能甘算的现象 。 

在本支中， 还将对该新方法所编制的程序用于工程构件——30oT压花机 时轩的强 

度分析，其结果与原边界单元法及光弹性实验结果有较好的一致性． 

主曩镧 数 值计算；边界元法|奇异性 ． 

中国图书资料分类法分类号 TB 11 5 

ABSTRACT la this pape}，I|lower—order singular BEM  based on original BEM is 

presented by introduceing a new variable of angle．In the ncw method，kernd of force 

is the same as kernel of displacement which is only singularity of InR (R is the 

distance hetweea a s0uice and a field point)．Hence,it results in a new BLM for— 

mUlation，whose singularity is lower than that of the original BEM formulation
． w hal's 

more．in calculating Stress， it eliminates the bouridary—layer effect in the main
． A 

~oftwaie which is based on lowc r—o rder singular fo rmutation is used to analysis the bar 

of 300T eoiningmachine，its result js coincident with that 。 ained by the o riginal 

BEM and photo-elastic expe riment
． 

- 
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边界单] 法是以边界 分方程 匀基础 借助于计算机 引入有限元的离散及插值方法的 

收支 日期 1989年 4月25日 

长项研究由国家自然什学基金圩肋。 

http://www.cqvip.com


■ 

第 2期 曾德荣等：低Ilfr奇异性边界单元法 

一 种数值方法 。边界单元法自60年代末期以来由于Rizzo，C~use等人的杰出工作， 有了巨大 

的发展，今天边界单元法已广泛用于科学和工程之中，成为一门方兴未艾的学科。 

本文以RizzoC13提出的边界积分方程为标准， 主要讨论干日分析平面弹性力 学问题的边界 

单元法。 ’ 

二、原边界单元法积分公式 

设有平面弹性问题 在区域口内其控制微分方程： ． 

¨ ，，+ ，= 0 

边界条件： Ⅱ= 存TI上 
一  

r 

p=p 在r2上 

r是 区域口的边界，r=! 1+T z 

根据Riz,zo的理论．，边界点的积分方程 

C；iu~+Jr u,aT=j’ p， r (不汁体力) 
式中c 为边界影响系数，当边界光滑时： 

C¨ =
2 
6f， 

内部任意一点 的边界积分方程： 

+L dT=j n dT 
应力公式 ： 

图 l 

(2) 

= J rD— r—J sKii~K (3) 
式中 ， 分别称为位移，面力核函数，是方程； 

五 I“ ，+6( ～ 。)6if f= 0 - ， 

的基本解，~(x-xo)6 ，表示在 。点沿南方向作崩有单位津积力 (集中力 )． 

“0 【(。一 ) I厂 ·I] ( 

p =  (⋯ ) +2 rII) 一(1-2v)<， —r t)] (5) 

而。 D i= 订r1二 ) {(1—2 )(r，f古 +r， d ，一 ， 古 ]+ ， ，f于， (。) 

s ==
4 f (2 [(1 )rI (rI )+ 

(7) 

+ 

竹 }  

一 

l-_ 

_= + 

一 + 
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由以上几式我们看出内部任意～点的位移，应力具有～阶或二阶奇异性。 

当 r一 0时 ，即内部点P比较接近边界点Q时，位移和应力的计算出现误差，特别是后 

者 ，常因溢出而无法计算 1b于这是在边界附近发生， 可以把这种现象称为 “边界层 效 

应。实际上 ，许多工程构件在边界附近 (例如园孔，槽周围 )有较大的应力变亿 ，正是边界 

附近的较大应力引起构件的失效，所以克服边界单元法的这～重要缺陷，准确计算出边界点 

附近的应力具有重要的实际意义 

本文的低阶奇异性边界单元法就基本克 服了这一缺陷，消除了边界层效应 ，避免了计算 

难以计算的边界影响系数，同时，改善了系数矩阵，本方法还有公式简单的优点。 

三、低阶奇异性边界单元法公式 

设有一线弹性的平面应变问题，定义于单连通区域 如 2 

， z为外法线 的方 向余蓝 

笔= 兰n + ___o-x 。(8) _；赢一 一“ — “ 。／ 

tg 一-- 
~ 2

一

-  Xz 

I 

图 2 

0 
{ 2j 

这里 为源点P与场点Q的连线与过P点平行于n 轴的直线的正向所成的角 设该直线 
^  ^  

与区域边界线的交点为P (当不止一个交点时，宜选择最远点为 P)，显然当Q点沿边界曲 
^  

线移动 (8方 向 )时，在 P点，角 将不连续 ．有从2 到 0的跳跃 

微分方程(8)得； 

： lr + — ： r 
S ‘ r r 

又注意到 i r
， ．

r， =
a， ’ 

其中 ，， ( )= 8， ：+4i E， + 茸 ， r， 

利用(9)、(1 0)及下式 

r —r ，：=五 ． ：： 
Ell： E一2： 0 ￡ l 2= 一 E 2l 

轧 

“ 
时 譬 

打 

JJ 蠹  

必  

定 
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其中 一4 _= [2(1～ ) + +(1 ) ] 

f， 警  踞 =[ ] 尝 

( ) 一 ，繁如 (1 ) 

夸： wg= 一R 

即： 一 I 2( ～ ) 6 j+日j ， ， +( 一 )Ejnr) 

』， gjuids一 ( )+J ( + 一 Ou 
将(1 3)式代入(2)式 ； 

+f，p =J 
得低阶奇异性边界单元法任意一 (内部)的位移公式 

一  ( )-}，』，177 , OaU j d 一』 ds 
由此，我们可以推出边界点的积分方程： 

J 咖 一f， 芸d T J r F 
(1 5) 

该公式对于有角点的区 域 边 界 仍是适用 

的．这一点不象原边界单元法积分方程中当边 

界不光滑时有C；，的 出现。 

对于多连通区域 (这里只是一个内孔的情 
^  

况，多个内孔也是一样 )参考点P总是在外边 

界 上 ， —T。+工|】 

q 

酉 3 

(1 2) 

(1 3) 

(1 4) 

对于任意一内部点 (P j， 样有边界泓分方程： 

．(P )一 ．( 、P1)+』 d — ds 
但是，刘 J 边界 ． 是 一 的。 在边弊 。l：的 P j仃方 (1 )式， ln 在边界 ，上的点 

P，则有方程： 

、．-＼ 

)  

，  

一 

r  

f  
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-(P) ( )：』 咖 一j T 裴 J r J s 

这里P的定义如图 3，P始终是在 。上。 

利用内部点的位移公式。根据下式即可计算出应力公式 

-  21' + ( + ) 

I T S ds 

％产疯禹 ( 2v )r 

+(1-2 v)( +"g,iEiK )+ ( + 

对于平面应力问题，只须将式中；ill 代替 

)) ( s) 

在上述公式中，对区域边界进行离散和插值 。形成 界单元。其处理与原公式的处理相 

同，只不过这里是对p．(面力) 尝 (位移梯度)插值，而不再是对面力p 和位移 插 
值。 

四、算 例 与 应 用 

(一) 算例：对图4带中心 孔的方板。在两端受拉 (单位力 )的情况进行了计算 其 

中 一lO，口= l，E=5．0。 =0．3 其计算结果如图 5、图 6及表 l。 

从表 l我们可以看出 边界层 效应基本消除 图 5、图B证明新公式是正确的
， 这一 

点还将在下面的实例 中进一步得 以证实。 

固 4 

0 A 2 ~ 6 8 fO X． 

西 5 

新边界元法 ——原边界元法 
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表 j 边界层c点l、 力H 算比较 

C点坐标 新方法 
1 口 ±l 

g．0000 1．0C01 

9．8000 0．9990 

9．9 500 0．987 5 

9．9950 0．9247 

9．999 5 7．2245 

图 6 

(二) 应用 

1． 分析：重庆某钟表厂从日本引进的300T~花机使用不到三年时间里，其肘杆发生了 

两次断裂，本文利用低阶奇异性边界单元法对此构件进行了分析，为了保证计算结果的可靠 

性，也为了比较出新方法的有效性，对构件还进行了有限元计算，原边界单元法计算及光弹 

性实验分析。图 7为构件示意 图 

通过计算分析，构件最大应力发生在大头的1—1剖面．其应力分布图如图8及表 2。 

图 7 

新 边 

匣j盘 

提 2 误 差 分 析 

圉 8 

2． 断裂啜因分析：由于构件受周期性酥动载荷，我们拟采用静力等效校核．取动荷系 

数 (由现场给定 ) =1．5。构沣材料40CrN质，其强度极 限orb=981MN／m ，屈 服 点； 

口 =5 70IVIN／m ，而构件最大等效应力口 

： (7 。 一1．5 x 38．0=57-okN／cm =57o／v~N／m 

譬 一 ． i 

http://www.cqvip.com


 

庚 大 学 学 报 

因此 我们断定构件为低周女 劳断裂。 

五、结 论 

(～) 由前面的公式及计算袭明：本文的低阶奇异性边界单元法降低丁力的核函数中 r 

的奇异性．即具有 奇异性的核函数p 为仅具有In r奇异 性的核 函数 所代替 ．从而新方 
r 

I 

法基本消除了原公式中积分l p 的强奇异性所带来的误差，而且新公式的 系数矩阵将 
J r 

得 以改善。 

(二) 即使对于有角点的非光滑边界 新的边界点的边界积分方程仍没有象原公式中那 

样出现Cm 这就避免了计算C 的麻烦 ，且公式显得简单． 

(三) 由于 的低奇异性 ，相应地导致了应力计算公式中新公式比原 公式的 奇异肚低 

一 阶。因而在计算边界附近的位移 ．特别是应力时．基本上消除了 边界层效应 ，这就使 

得本方法在分析和计算有应力集 fl的问题时有重要的实际意义． 
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