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多刚体离散方法在圆环振动分析中的应用 
THE APPLICATION OF MULTIBODY DISCRETE METHOD IN RING，S 
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(工程 力学系) 

摘 要 奉文论述了圆环的多剐体离散模型，推导出了圆环平面几何非线性振 

动方程。通过和有限元方法， 集中质量法的比较可以看出卒方法的正确性及优越 

性。最后具体求出了回环的 身特性值及前九阶振型，并计算出了圆环强迫几 阿 非 线 

性振动的位移响压。 
、 l 
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、 ～  

ABSTRACT A ring s intlltiledY disc J ele mcde]】5 discussed in this papel； The 

ring s plane geomet ric nonlinear vibration equations aFe derived Compar'ed with the fini— 

te element and lump mass methods
，
this method is better．In the last pa it of the pa- 

per， the eigenvalues，the first 9 modes 6f the ring
， the geometric nonlinear dynamic 

responses of the ring are calculated 

SUBJECT WORDS circula r ring vibration；nonlinear／multihody method 

一

、 引 言 

圆环是常见的工程结构，通常对 环进行静力或动力分析需用分析方法或有限元方法， 

这两种方法对于 环的非 线性分析一包括儿何非线一性与材料非线性一是 比较困难的 使用有 

限元进行非线性动力分析时，由于没有考虑单元的转动惯量的影响，不得不将结构分成足够 

多的单元 ，取相当小的时间步 长 并用增量选代法，这样就使得计算工作量比较大 

对结构使用多刚体离散方法，并由此建立结构的多刚体一弹簧一 阻尼系统模型 对结构 

进行静力或动力分析，是一个正在探索的课题 。在国 外，R．L Huaton等 人 (见[1—4])已 

成功地解决了链 悬索等的犬振动 【1、英等目的学者 已解决1’岩土结构的滑移 (滑坡 )以 

及管道碰撞时的大变形等问题 。与非线性有限元方法相比，多刚体离散方法有其独特的优越 
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性 在国内．我们用这种方法已解决了粱，拱绪构的几何非线性振动 问题 (见[j，6])，及 

粱，柱的届曲，后屑曲问题 (见(7．8))。本文则是便用这种方法解决圆环的几何非线 性 振 

动 问题 ． 

用多刚体方法谨行结构分析的基本 魁是：首先将结构进行多刚体离散化处理，建也结 

构的多刚体一弹簧一 阻尼系统的离散模型．然后，用多日 体动力学的方法建立该离散亿模型 

柏动力学方张，最后进行数值求解 【}】这样的离散化模型所得到的系统动力学方程 对结构 

的变形大小没有限斜，而材料的非线性．则反应在离散的非线性单元弹簧的弹性系教上。这 

样 系统动力学方程 (合去变化的阻尼矩阵与质量矩阵，就是系统的静力学方程 )对结构的 

线性小变形，材料非线性与儿何非线性具有通用性．而对其数值求解，可用现行的求解多翻 

由度非线性系统微分方程的数值方法进行。由最后的算侧可以看出，特别是进行非线性分析， 

多刚体离散方法具有比有限元溶简单，所费机时少的优点 ． 

二、阔环的多刚体一弹簧 系统模型 

率 我仃J讨论在平面内变形的圆环的多剐体一弹簧系统模型，结构阻尼暂不考虑。研究 

如图 【(8)所示的均质．等截面圆环，6《r，在这种情况下，圆环的变形 主要 是 弯 曲 变 

形。把圆环分为 个等长的直线型小段．把每一个小段视为一个 单元刚体”，而在单元刚 

体之间则以光滑铰链和弯曲单元弹簧相连，若要考虑结构振动时的阻尼．则可在单元删体之 

间增加单元阻尼元件．单元刚体长度：L= 2 r ；单元弹簧刚度系数：K．=nEI／2 r，设 

圆环的截面积为 ，则单元体的质量和对质心的惯性 矩分别 

为：m pAle,I· ‘ -p为嗣环密度· 

设i单元刚体的轴线与 轴的夹角 为 ．初始 未 变形时 

为 ， t和 z表示f单元剐体的质心坐标 ．刚 

她=f．L cos (I) 

2=f．L sil】 (2) 
一  一  

其中： 

l／2 0 ：“ 0、 

{1 1／2 、 ； I 

L=1 0 
～ j ‘ 

。
、 1⋯⋯ 1 i／2， xn 

妒==( l， 2⋯⋯ 一) 

∞一 ( ll，托I．．．⋯碥1) 

2=( ?， 22-⋯”靠2) 

{b 

I 
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三、圆环的多刚体模型的动力学方程 

本节我1f)甩矩阵方法建立圆环的多刚体棋型的动力学方程 。1驾2中各符 号哟恿义为： 

0 为第 个单元弹簧所产生的弹簧恢复力_蚯- 

． 

。 

．  

E  ～ ～
： 

． 

1 r 中 ： 一 j ， ’⋯⋯， ， t i I ：=
．。  

F r， 为柞角于第 个单元的主动力对于质心 的主矢和 

㈩ 用 F第 个铰链处舶约柬反 舟1 它们在 ，如轴下的分量 

M 

b J 

图 2 

分别为F．x】，F，* ， 扎，R 2。 为作用于第i／卜单元刚体 

j 泅 主动力对质心的主 ． 

对于第 甍面剐体。可写出其动力学方程为； 
． ． 

‰ i-=F +Ni．i (3) 

} ． i 2=F t 
2
+ Ⅳ； 2 

，日 =K。( ，+l一日t)+m 

其中： Ⅳ I= ‘·+1) J—R， N- 2 (f+-) 2 

将上面三式合写成变分形式的一个方程式： 

0 “(仃i． ．i一 ， I—N t)+d ．2 L -2一F， 2一Ⅳ， z)+ 

(4) 

(5) 

6目 (I ．一K 日 +1一目r)一m J一0 ( 一1，2，⋯， ) 

写成矩阵形式可得 ： 
、  

_ ● ● 

6 一 一型 )+ 蔓(m 一一F 一 j十 
、 '  

●  

d r( +K 一m)= o (8) 

r】l f (声- l，F ⋯．F一
．  

(F ，F z ， 一， 。1 

翌l-= Ⅳl 1．Ⅳ ，⋯rⅣ ) 

!．= ． l z，^ ·⋯ ·h i 

= ．。7”l J， ili ) 
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K =K 。 

2 — 1 0 0 ⋯ 0 一 l 

～ 1 1 — 1 0 ⋯ 0 0 

0 
一 i 

旦一( ， z，⋯⋯，目一) 

根据理想约束条件，可得 ： 

j 

2 

6 i N1+6 iⅣ2= 0 

由 (1)(2)式对目取变分得。 

6砘=一 ．L sir如 6 
一  ～  i 一  

6托 = f-LCoL 6口 
～  ^ 一 

其中： Sin 一diag(Sin~,，Sin~a⋯-．-。sin ) 
^  

Cos =diag(Cos~，Cose~．⋯⋯．c。‘ ) 
^  

再对 (1)(2)式对时间求两次导数后可褥： 

‘● ● ● 。● 

l= 一 f．L C0 日一f．LSin 
～  ～  ^ ^ 一  ～  ^ 一  

2一 一 ， L Sin + fILCos 
一  一  ^ 一  

将 (7)(8)(9)(10)(11)式代入 (6)式，并整理后可樗 

式l}l 

6 (苎 +三旦+ 旦 里) 0 

=m．1：( “cos(~f— f)] +j“ 

f=m 砰(2 ， 目 sin(~o‘一 )] 

里= +L。 r
～

F ：一 I,sin
，、

q~ Lr
—

F 

T= (T，J]⋯ =L ：L 

(7) 

8 

(10) 

(1I) 

(1 2) 

． ． 1 

0 1  

、 

一 

＼ 

、 ＼ 

＼ _』| 

、 

～  ～  

、
，  

．

、 

l| 

2  

一 

，  

) ■ ● ■  

、 

、 I  

～ 

、

＼ ＼ 一 
＼ 

J／ 

、 、、 O 
＼． ～ 

、  

．  ̈

、 

．

、 一 

0  O  
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一 ～ i 一 l2 ⋯ j { 

1 4 ! ⋯ ! 

¨
⋯  ‘ j 

一  
4 1 

i i 

再j弱 b I 

! 
l 

’ 4 - x】l 

对于 环晌多刚体模型， 不是独立的广义坐标，其间 。在两个约束： 

r 

i∑岫，一。 
。。～ (13) 

∑ 一o 
J—l 

对(1 3)式求变分，并写成矩阵{侈式酊得： - ， ． 

6 = 0 (L4) 
～ 一  

：． 

_式 ， cosT1 c0 2 ⋯ 。。 I 
l sin I ,g111,．~9 2 ⋯ Slf~P ，2 Jl ’ ． 

若选掸 口=( ，日：⋯ 一z1 为j虫立的广义坐标 则可建立如下的虚位移关系式： 

1 0 、 8 ’ 

、  

， 

、  

0- ’_l
，

。

。 。 

l(㈨ 
、  、  』： 。 ， 

式中： 是『j× 单位阵；0是( 一2)×2零阵· 

0弛 l×2岑列 ； 

≥ ．’ 。 
CO$(p 一l CO 

恤 J si 

山(1 5)式可导得 ： 

6日= D 0 

式中： I 

D 一 

。 i JI帕  一2、 

(1e) 

(1 7) 
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将(i 6、式代凡(1 1)式， ： ·根据6 的独： 可得 ： 

D (，f }f日十K 一 1==O 
～ 一  一 一  

({3)式对时间求两阶导数并写成 阵形式可得 
‘‘ ● ● 

7『0+ )f )=O 

将(1 9)式与(181合并写成一个方程组可得舸环 动融满足的动 力学 方程式埘： 

‘0+ ?+K 日一 (20) 

式‘卜： -D ， D D ，Dr 中、 
’

=  =  
． =  = ； O 1 

～ 7i ～ ，， ～- 、 O一 ～ l ～ r 
～  ； ～ 一 ： ～  ， 

在一般情 兄下，匕 是旦的 数， ，旦 嘲数，l ‘，里是 的曹数，故(2。j式是 
一 组非线性二靖常徽分方程组 可用现行数值 法求旃 ’ 。 。一． 。 

四、求解圆环的动特性 

动特性问题，就是求系统在微幅自由振动时所具有的固有频率及搪应的主模态的 艇． 

为 了求得同环的动特性，必须对(10)式进行线性化处理 ，其中 ’ 项是 日 的函数 ． 在微幅振 
● ● 

～ ～ ～  一  

动时，￡旦是宙 的高价小 t ，可略去a由于无外力，尘‘=一0． 及墨’进行线性化处理 
后可得： 

● - 

0+ K’ 一 0 (21) 

则特征问题为求解 下的『h义特征问题： 

f K’一  ̂‘’、A一 0 

． 
与K’阵 是 实 非对称矩阵，不使利用现行筒便的计算程序， 

行求解 ．下面采用凝聚技术 ，使 ’，l’布聚缩中别称化 ． 

将(22)式分块化后可得： 一 

( 

解得： 
’ 

rKo— f AI： 0 

其中： = 一̂曼 三 

。=兰̂ 一 三 

将兰与 块化可得： 

-  (22) 

比如r义l~col：．i方替，进 

(24) 

(25) 

(26) 
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】1 】2、 Kll K 【2 

— i～ ～ K—I～ ～ 
～ m l 2： j ～ l K21 K22 

其中 ， l2， 始分别为( 一2)×( 一2)．( 一2)×2，2 x 2矩阵 

同样-芝--- ，K2：分别为 一2)×f 一2)．( -2)×2-2×2矩阵 

由 (五矗 K矗) Dr,u及 ( )=D K可解得K．J，K-2， ^， 是代入 (25) 

(e6)式 得 

K I-～(三．2 。) 一一 一 三 一(! 。) ：， 。，j 

tt一(三 ， 。) z，～ z 。三 一( 五 ，， ) z z J 

由于 ， 是对称的．由上式可证 K。一K ． 。： ，故K。，M。也是对称的． 
～  ～  ～  ～  ～  ～  ～  ～  

寰 1 
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— — ⋯

一 一 一 一 — — _ _ _
～ ～ ⋯ 一 一 — — 一 — — — — — —  

图 3 

取 =40个多刚体块，若 圆环半径 =1 0米，截面 直径0．1 2米 ，p=9．8 X1 o。kg／m。， 

正=2．1 X 1 011pa，求解结果列于表。将多刚体方法与集中质量法及有限元法进行比较，结果 

是比较一致的。其中有限元法的结果是用SAP5程序计算出的 

用多剐体方法求得的圆环前九阶振型如图 3所示 ： 

从以上的数值结果不但可以验证多刚棒离散化方法的正确性，而且值得指出的是，多刚 

体方法建立的模型，在进行数值求解时，所费cpu时间 很少 ，_大约为 有限元 模型所花时间的 

l／8，可见多刚体离散方法是一种较好的方法。而且由于考 虑了单元刚体的转动惯量．所 

以其计算精度高于以 ，粱模型为基jij!l的常规有限元方法的计算精度。 

五、圆环强迫几何非线性振动的位移响应 

在上述的建立圆环振动力学方程时，己消除了圆环的 -， 向刚体位移，要求得圆环强 

迫大振幅几何非线性振动的位移响应，还必须消除 圆环的刚体转动 。 

设圆环受 力情况如图 4所示，为消陈刚体转动，可在C处再加一约束， 限制托 向运动， 

从而消除了圆环的整体转动，即； 
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= ∑ 。 。一0 (27) 

其中： N==n／2+ 1 

对(27)式取变分，并写成矩阵形式得 

式中： =[ O～] 
，．．一 (COS~I c。 2 

一 OS~jv 

0= (O，O，⋯ ，O)为 l x(n—Nj行阵 

取新的独立的广义坐标为 ： 

= (gr q2⋯ ¨一】qⅣ 】⋯ q一) 

完全类似于(1 3)式到(1 7)式的求法得： 

D 。= 
～  

～  

三 1 
。 

O ⋯第Ⅳ行 

I 

则不吉刚体转动的圆环儿何非线性振动的动 力学方程为 

式中 

u| + + 耳． ： 。 

D,r D I 

m ={i ，， 

J。 一0 

’Dr D K 1 

j．～～O ～i 

I DI D 

￡。= ji 

l 
J， 

Dr 

∞． }～ 
； 一  【 

凰 5 

] 
旦 ／ 

图 4 

t二  

(2Q) 
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一

， 一 ⋯ 一  一  t 。 - ， 

硐Newms k方法求解c 29I式，取  ̂ ll_! ，，--【1．b． =0 I⋯， 

结果绘于图 5， 绘fj 1’ 环n ⋯ 一 是完伞对称的。 
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