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摘 要 本文提出一种计算粱及剐架位穆的新方法，它将渠或刚架的弯矩图面 

积及坐标原点处的截面转角 '-3成旋转向量，用这些向量的投影或取矩就可计算角位 

移或线位移．本方法可用于线弹性材料或非线性弹性材料 的轩或籽系 (包括空间杆 

或杆系)的位秽计算．杆的横截面可以是变化的． 

关键词 粱的变形； 积向督法：面矩法：共轭架法：初参数法 
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ABSTRACT A new method with which to calculat the dis~lacements nf beams 

and frames i P resented．7he 8l ea s 0i t cndi~g n【rh(nl 4isgram of team 。r fl me 

and the slope at the orjgin 0 the elastic CUlYe a re treat~d a ．~ome rotatahle vect0 rs with 

this method． Angula r displacement and in—line displacement can l：e catculated by using 

the proieetlon and moment()f these YectoIS． This method can he u sed to catculate 

displacement of the'ca r and the ta r s3~stem(including thlee dimensional fo rms．)， 

which made from 1inca r 。】ncnlinea r elastic male~ials
．
The C]'OSS section of the ha r 

is changeable
． 

KEY W ORD$ defleelion of beam atea_、cote r me,hod， a rea—moment method 

method of conjugate keam．method Of initial patamete r 

0 引言 

粱及刚架的位移计算，是工程设计中经常要碰到的问题，同时也是一个饶有兴趣的数学 

问题，三百多年来，不少的数学家 力学家和工程师研究它、丰富它．著名数学家和力学家 

欧拉 (L “lcr)在这方面作了突破性的工作。到目前为止 己提出了l8种以上的方法，它们 

是积分法[i)、初参数法 1)、虚粱法( ]、图解法[ ]、迭加法[。)、差分法[。)、奇 异 函数 

法[4)[0)、面积一力矩法[5 、迈克勒法[6)、透次而积矩法[T)、拉普拉斯变换法(8)、三角 
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级数法(10)、能量法受虚 移浊[nl、导线沾、掰力 酐矩法、常数相等法 、焦点法 、近 似 计 

算法．这些方法I【l 大 多数方法 他汁 的 移而 能 接 川于汁舅 刚架的位移 ，少数 

方法虽能计算梁及刚架的位移 fIl 起来0 够方便。本文作者提出1 一种新的方法一面积向 

量法．t这个方法将弯矩图( 或其他商力图)的面积视为一可旋转的向量， 再将它对某一轴投 

影或对另一轴取矩 ．就能很方埂地 算直避、曲梁或刚架的位移．本方法不但适用于平面杆 

或杆系 ，也适用于空问杆或杆系．对于组成轩或杆系的材料．可以是线弹性的．也可以是非 

线性弹性的．各杆可以是变截面的．杆件在组台变形时 的位移也可用本方法计算． 

1 面积向量法计算等刚度直梁的位移 

下面讨论发生平面弯曲的直裂在小变形条件下 

且粱材料服从虎克定律时的位移计算． 

1．1 基本公式及方法 

图 1(0)巾．曲线 AB表示挠曲线的一部份．． 

点及B点伺任一截面的 弯 矩如 图 I( )所示．设挠 

曲线上的 点变形前在坐标原点0 并以，．代 表 

点的挠度 (沿 轴正方向为正)，日．代表坐标原点处 

桑截面的转角 (逆钟向为Ⅱ!)． ℃表B截 面的转 

角． 代表B截而 相对于 槭f=f】f的转角．玑代表曰点 

相对于 点切线的挠度．当粱截面抗弯荆度E，为常 

数 且不考虑剪力对粱变形的影响时，ll1(5]可知： 

相对转角 

相对挠度 

与 

= 面=』：一 (一 捉=等 

图 1 

(1) 

(2) 

式中． 为 ，截 面的弯矩 ．∞为 藏B截面橱 弯矩图的面积 ． 为面积∞的形心至变 形 前的 

截面的距离(或至BB，线段的廷线灼距离 )． 

B截面的绝对转角。 · 

+ = + 一 、 ’ 。 0(3) 
～  

B截面的绝对挠度： ． 
、 

酉  甄 +丽 + 
一  

_ 

郾 ， 号f． + 
． 

．

’ 

． ． | l (1‘ 

公式(3 )和(4)馥是计算等截面直桨位移的器本公式．在必要时，面硬∞可以分为几块一 

面积计算：式币的 l代表m对日点l的矩(鼠点是弯矩图上代表口截面位置的点)． 
位移的符号规则是：杆轴为砖自．向右为正。 轴向上为正．弯9菪圄绘在梁的受压纤维一 

． 处在 一盯坐标平面的一、三象限中的弯矩图面积∞规定为正，否则为负． 及 R寸在 
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图 2 

1．2 简支粱位移计算 

为了计算罔 2( )所示筒支架巾点C的挠度 

由(4)式可得： 

叱怀 r 为正，  ̂嘲为负 ．口．逆钟 阳 

为正 批此 {(4)式算得的线位移 为正 

并，表示它沿 辅正方向 反之沿 轴负 

方向 同样 按 (3)式算得的转角为正 

者，表示它是逆钟向的．反 之 为顺 钟 向 

的 。 

面积∞可用一个向量表示 它平行 于 

轴且通过面积训 移心，当∞为正 时，它 

指向 轴正方向． 。用一个沿着 轴 的向量 

表示 0。为正，其向量与 轴 同向 ．计 算 

位移时 利用0及0．在 轴 上 的投影 和对 
一 点的矩 ．这种计算位移的方法暂命名为 

而秘 向景法 。 

可将坐标原点设在 点，此处挠度f。为零 

=  舛 一 (·) 

由上式并利用图 2(6)计算8支席处的挠度应为零 ，做得： 

o 卅音 ( ·警)· 1 
解得 。=一g ／4El=0 

用 (口)式计算c截面挠鏖时，要用0。和 及c截面间弯矩图面积向最∞ ／2对c截 面帕对 

应点取矩 ，得 

(一 刍)· l+ 1．(-：· l· )·品 。。5删ql* 
利用 ·及图 2(c)昕示弯 曩圈，可得挠曲线方程： 

蚪 =一盖 卅 [({⋯ )·号 
一 ({⋯ ·妄] 

即 =一一曼；／( 一2 +』。) ‘· 
对于粱上受多个载荷 作用和其他约束的情况，用面积向夤法计算位移也是根方便 ． 

2 面积向量法计算变刚度直梁的位移 

对于变刚度直粱，由(1)至(4)式可得计算位话的公式 ； 

． ．+ t 
． 

(5) 
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一 f ÷。 ·x+ i x— z t J d 

式⋯I， ／f，为粱挠曲线上任，一点的 率 绘 Jf『 的lI{'率 
． 令 

一  } 

及 i d 

那么 。 为坐标原点至欲求位移的坐标为瑚口截面之间粱的l伯率罔面积； 为此面积的形心 

至 截面的距离 ．由此。计算变刚度直梁位移的公式为． 

一  r+。̂ ( 7) 

= fo+d．· + ¨ ·̂ (8) 

图 3(口)示一阶梯辅 ，其惯性矩， =，a／2。』Ⅱ面 向嚣法计算架巾点c的挠度及 截 的 

转角．图 3【b)是梁的曲率图=将世标原点设在 点，此处挠度f一 0，(8)式成为： 

一  - +口★’ (6 ) 

当 伸 一0，代入上式并计算图中向量∞ 和∞ 对B 点 之矩。得： 

。 ．f+( 1·il-碱P1)·；f+( · l·西Pf．)· 
解得： 。一一Pf ／'1 2E，F 

在 (b)式中令 =f／2及。一 得c截面挠度 

Yc= 一 ·善+( 1·{· )· 一一 。 

图 3 

5 用面积向量法解静不定直梁 

豇 
图 4 

下面用一个简单的例子说明这种解法 ． 

对于图 4(口)所示等刚度梁。以 和 为多余约束力。得等效系统如图4(6)·其 弯矩 

)  

6  
年 一 

0  

蚺 ． 
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图如图 4 J 将坐标原息世 粱的 端。变形几何条件为B端转角 一 0及挠度虬 

用(3)及 (4)式，令其中的日。=0、fo一 0及∞为梁 B间弯矩图的面积，可得 

[ + 川一 ]一。 

[一M ，· +( )； 

一 ( P。 )·(； + )]=o 
解得 R日：paz(：j6+0)／f。，M ：P ／f 

87 

● ●  1  

0．利 

计算c截面的挠度时，较简便的是以B点为坐标原点．令 (4)式中∞代 表 烫Bc段弯 

图的面积 ，可得： 

1[(一 )(一 )+( )(一 b)] 

- =  ( ) 

即 一 
． 

4 面积向量法计 算平面刚架的位移 

这里只讨论具有刚节点的简单平面刚架的弯 

曲位移，暂不考虑轴力及剪 力 对 位 移的影响． 

所得结论对多层多跨 的复杂刚架也是适用的 下 

面推导平面刚架任意截面的转角及沿任意方向的 

鬈位移的计算公式 。 

先介绍如何用面积 向鼍法汁算粱截面形心沿 

任意方向的线位移 。 

图 5 0)中的等直粱OB 变形后为 B曲线．按 (4)式 

’x “  

7

x 

占 截面沿 方向的位移B B 为： 

一  ‘c0 d 

(c)式代入上式得： 

： f．·c。s +以· ·∞ 口+ ∞· ·C0S 

图 5 

截面沿Y轴方向的位移为： 

(f) 

令 f． f ocosct， COSt~， i ·c。s口，上式成为 

=  讹  + (9) 
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武一；一，。 为 韬瓣 点处# { 州I沿 一。 的似移。(0)式的含意是：当计算口方向的线位移时， 

除考虑，。 外， i{} n 5 看成 量并指 j。 i：Ti，- -啦作用线通过芍矩 谣积形 一bc点在 

轴上的投影点c O o过塑标原点．再将日 及o)／L：J ，别对b 点嗽矩即得 这就是词 向量法计 

算任意方向的毁位移的要点 ．垒于B 截面的转角 ，它与 方向 无 关 ， 故 按々 (3)式计 

算 ，它 可视为向量日 及∞／且， } 6 0 线上的投影之和 

罔 6 )表示一个分段等l 煊的 面 架． F而介 计算它任一截面C的转 角及 泄d一Ⅱ方 

向的跛托移的公式．图 6(j)是它的弯矩圈．0及c藏碡f问各段弯矩图面积 已袁示戒 向营并平 

圉 6 

行予“一d方I以． 

依敬以0、_{、B三点为坐标原点用 (9)式 

求 、 、c三点沿。一 方向的线位移 ， 可得计算 

点猎 一 方向的线化移公式 (设o、c之 间弯矩 

图面 }分为n块 )为 

_ 

t +∑ (1o l， 

计算c截面转角公式为 ； 

¨  
+ 

一 一．'(̈ 
计算刚架位移的方法及符号规则是：选择刚架轴线的左端点为坐标原点， 轴选在欲求 

位移的方位上且饵上为正．弯矩图绘在刚架各段受压纤维一侧。确定弯矩图面积∞的正、负 

号时，假想把刚架展直成一根垂商于种自且在其右惘的直粱，那么在 坐标为正的半 平 面 中 

的弯矩图面积为正，否则为负 ． 向量的作用点为该面积形心 在该段刚架轴 线 上 的正投影’ 

点，。为正则与口轴翱向，否则与 辅反向。日。向量的作用点为坐标原点，正的 。与 辅同向． 

负的与 轴反向． ； 

要计算某截面的转角‘，只要计算 。及各个 ／日，向量在 轴上的投影 I， 按<lO)式计算某 

‘ 一 】 ＼ 

雷 

截面形心滑 轴的线位移 ，要利用 及各个~o／Et向量对该 

截面形心取矩．注意所用的D是坐标原点至欲求位移截面 

之间刚槊各段弯矩图面积的向量。计算位移的截面形心在 

Oo或。．向量的右边时 ，其rI或 尺寸取正值 ．否 则取负值 ． 

按以上方法算得的转角为正者，表明它是逆钟向的 ： 

而线位移为正者 ，表示它与 轴同向． 

若刚架是非等截面 的，刚用曲率图向量 ／且，代替∞向 

量进行计算． 

为了说明 (!o)丁皂(1 )式的应用．现以图 T(4)所示 

等目 度 刚架为何，计算其 截面韵转角、水平位移和铅垂 

位移． 

其弯矩图绘在刚絮各段的受压一衡如图7(b)． D 
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点为坐标原点_ f -皆 。为了计 _d穰面的铅垂 侈及转角t将弯矩图Ⅱu积刷镑 

垂方向的向量∞ 及。，袭 ．它 if]应该为正。由(11)式得4截而昀转角为： 

‘ 

= f_： [ ， + 一]： ( + 
由n'，及∞，对d。点取 并除以 ， 点的铅垂位移为： 。 ^ · 。 

’ 

， ：
．  。

￡ ： 

。  

== ： ，c 。+ 十 ( ) (喜毫 )≥ 

= 时 ( ] ( 西 
· 

， 【 

为Tfl'-V 点的水平位移t将 -及 ：顺钟向旌转至水平方砌鲫mf及啦；蹰示，再对 一点 

取矩后除 以 ， 得 点的水平T 移 ： 

Q(1"â)( )+(~⋯P a ) ] 

一  ’

( 2h 。) ] (黼 
要计算某一截面形心沿某顷斜方向的位移，将 轴、∞ 、。：及 (设它不为零 时 )顺钟 

向旋转至该倾斜方位再进行计算 

5 讨论 

1． 这里提出的面积向蚤 苦，其计算公式的形式好像面矩法与初参数法的综合，但是后 

两种方法只能用于直粱，而面 戳向量法 f入了旋转向量『均概念，可方便地培于粱和刚架 (包 

括曲架和空间剐架 )的位移计算，并能很简便地推导出粱的初参数方程式． 

2． 面积l司量法与共辄耀击相较，省去绘共轭粱及设置虚支座的麻烦，因而比共轭梁法 
更方便．由于力的投影致取力耻可川图解法求襻，所以面积向量法与共轭梁法一样可推导出 

图解法． 

3． 用能量法计算位移时．若选用卡氏定理，在无载荷的地方计算位移必颁加艘想力； 

用单位载荷法或维力沙金法 除要使用载荷弯矩方程 (或图 )外，首先在每个计算位移的点 

必需加单位力或力偶，换一个 算点，同样又要加，然后写单位力弯矩方程式或绘单位力弯 

矩图．而用面积向量法计算若 干点的位移时只需绘载荷弯矩图就够了，因而作者认为面积 向 

量法存许多情况下比能量法方便．倒直Ⅱ计算图7 )的刚架，如用维力沙金法，将多绘三个弯 

矩图． 

参 考 文 献 

I] 杜庆华等 材料 力学 ，北京，高等教育出版社 l 957 1 9 3—205 

【2： 会戆等．材料力学简明教材，南京，华东航空学院印刷，1 956，220—230 

【3] 粼鸿文主编 ．材料力学 ，第二版，_j七京．高等教育出版社，i 982，235-249 

http://www.cqvip.com


9O _妻 废 大 学 学 报 

C 4 

【5] 

【6) 

(7) 

(8] 

【9] 

(1 0] 

1 99O±# 

Higdon A
．  

~bl s~n 
．

H ctc 'ble~hanics Jf Matc rials 

York． 1ohn W iley and Sons，h c．， 1 9 ， 3 68—37 3 

Hearn，E．7．： Mechanics of Mate rials [st ed，．Oxford， 

Ltd．
． 1 97 7， l 00_1 04 

3 rd ed
． ，

N ew 

Pe rgamon PI'e~S 

Wamock．F．V． ＆ Benham，P．P．． Mechanics of Solids and Strength oI 

Materials． 1 st ed．LondOn， Sir Isaac Pitman 品 Sons Ltd．，l 9 65． 1 04—1 I I 

陈尚垌 ：计算梁变形的逐次面积矩法，力学与实践 1 982，4(3)：65—67 

袁样忠 拉普拉斯变换求解梁的弯曲变形 ，力学 与实践 ，1983．37—4I 

王燮山：用奇异函数法求解某些变截面粱的变形，力学与实践，l 984 

(4)：53-55 

Timoshenko S．．Strextgth of M teriaIs(PartⅡ)，3 rd ed． New York， 

Robert E． Krieger Publishing Company [rm．，1957，46—53 

http://www.cqvip.com

