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A CI ASS OF CUBIC PARAMETER CURVES 
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(应用数学_末) 

攮 耍 给出了一类三次曲线，它以He m c曲线、 ff曲线、B6xier曲 线以 

及 {mE 曲线为特倒 。这种参线曲线在一定条件下具有凸性、保 凸性、与特征多遗 

形第二边相切等性质 。它克服了B6zier~线在特征多边形培定之后就不能改变的缺 

点 百 根据实际需要调整曲 戋的形状 

若键词 三次参数 曲线 B~zier 线； 住／保凸性 

l 国 书资料分类法分类号 O241．5 

ABSTRACT A class of cubic parameter curves are given
．
Hermite cllrve， Bail 

curve， B~zie r clllve and Timme r cu rve a re its pa rticula r clases
． Under certain condi 

tlons，this cubic pa]ameter nI r es have lhe following properties：Convexity
， retaining 

coEt~ex form contactⅥi h he }e((nd edge uf cha~aete ristic polygon and so on
． This 

cur e is different from B~zier CUl v e． t￡carl：e il s fhalze can ke changed after its cha r． 

acteristic polygon is given，￡0 its shape can te changed acco rding to ou r actual Iequ 

irements． 

KEY WORDS cubic parameter curve；Bezler Ctl rve；convex[ty／retaining convex 

from ’ 

1 三次参数曲线的构造 

如 图 1 给定四点 。、一P
，、

一

Pa、 新 f、 、 

f、 定义如下： 

P{-=(t一 五)P + P̂， 

P；=(1一f)P，+ rPI 
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第 5期 退学军．一尝三次参数曲线 
⋯ 一 ⋯ _ 1 _ _ ⋯ 一  ． ～ ～ ～ ⋯ 一 — 一 ⋯ ～  

p5=L 1一 ，) + ’ 3 

一  ⋯  

一 (1一 )pJ+ P 

其‘l1 ， ．r． 为参 谴 。 

I f，f一 1． 2， ：j， 4为特征点构造B ierfI}1线 

P(f)一(t—t) 【(1一 ) + Pj]+0 rt 1一t j【1一f)P．+ fP2] 
一 —  — + _  

+3 (1一f)C(1一 )P4+ P。)+z’(1一 )P·+ P，) 
一  - 

= [I 1～ )̂f 1一 )。+3(1一r) (1一 ) ]P 
一  

十：“ l—t ’+： 1t(1一』) ]P!+(3 t (1一{) · 

+ 。f sj +【 (1一 )z z(1一 )+(1一 )l。]P· t∈r．o．1](1) 

可见，这也是 以P ⋯  ， 特征点的三次参数曲线 ，其基函数为： 

G (t)=f 1一 )̂(i—t)。+3(1一r){(1一t) 

G2(t)= (1一f)。+3rt(1一t1 

C 3(1)=3 (1一{)+ { 

G ( )一： 1一】J)t (1一 』+(】一 )t 

1．1 基函致的性质 

(1) 权性 

(2) 正 H： 

证 因为 

G，(t)=(1一 ) (1一Z+(̂一3r+2) 

G 2f r)=：f1一t) 【 +(3r一 )t) 

G 3(f)=： (3 一(3 一 )z] 

C；( )一t 0(1— )一(2—3 + ){] 

而 l—Z+(2,--3r+2) jl一 与̂3(1--r)之间； +̂(3r一 ) 在 与3f之间；3 一(37--p)t 

在3 与 之问；3(1—1，)一(2--3 +p)t在3(1— )与1一 之 间，故 当 0≤ ， 。f． ≤ 1 

时，Gi(t)> 0， l， 2， 3．4，又由权性知G tf)< l，得证 ． 

'．2 蓝蝗的性质 

1．2．1 端点性质 
—  —  

P(0)一(1一a)P。+^P 
一 、 —  _  

P(1)一(【一 )P。+ P3 
一  _ _  

P，(0)=．；(r一 )̂(Pl—P ) 
一  

_P，r I)一 ( 一 )( --P3) 

'．2．2 当0≤ ， r， ≤ 1时 。曲饯^有 凸包性 

一 

≤ 

G  

时 

≤ 

f 

一 
D “ 

。

r／言 当 
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1 2 3 曲线具有几何不变性 

m于 ( 1) 是m 挺_ 式．⋯l线的形状仪与特征多边形 ∞各顶
．

．置及参景有关 ，因此它 
不依赖于坐标系的选挢 

1．2．4 曲线具有矩阵表达式 

l一 三 

- +  3(̂～r) 3(r～ Î 
P( )一(【一ft - 。) 3(1

-- )̂一6(L—r1 3 一所 

0(1～ )一f1一 )̂ 3 一  ̂

1．3 参量 ， r， 取特定的值而弭到特殊的曲线 

1． 1= 一r= 时，为直线 

2． 一̂ 一0．r— = ：时，为Hermite~线 

3． 一̂ =0，r= =÷时，为Ball曲线 

4． 一 0，r— 一1tt-f，为B6zier曲线 

5． 一 一0，T— 一 4 时
， 为，，f mc，IlII线 

O 

0 

：(1～ ) 

(1一 )一 

2 特征多边形第二边相切的条件 

根据曲线的端点性质知 ，曲线与特征多边形的第一边和第三边相切．下面讨论曲线与特 

征多边形第二边相切的条件 

为了讨论方便与不失一般性，取 =0，即位于啄点 ．于是 (1)式成为 

P(t)=G：( )P +G a( )P。+G4(1)P· (2) 

假定P 不平行Pa，则P．可由P。和 线性表示，即 

Pl一 口P 2+ P| 

代入 (2)得 

P(t)=[G：(z)+aG{( ))Pl+(G3(f)+bGt( ))P， (3) 

其导矢 

(f)一[G ( )+ G：( )] +[G；(z)+6G{(1)] (4) 
(3)、(4)中．o<f< i 

定理 l 若P 不平行P，， + l，则曲线 (2)在f=f。(0<f；< t)处与特征多 

边形第二边或其延长线相切的充要条件为：存在 ， ，r， 满足 

， G ( 。)+Ga( ：)+(。+6)G·(t．)= l 

Gf( ．)十G j( 。)+(口+ )G4( 。)一 。 ( ) 

_ _ _ _ 『 ● ● ● 』  。 。 。n 

●

、 

一 

(  

” 

。 。  
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证 必要性 由P( )矗 5：=￡。(0< 。< 1)处与线 段 声 或其延长线相切 刚点 ( 。) 

应落在P：和Pa所确定的直线上．于是 (3)中P 和P。的系数之和等于 1，即 

G ( 。1+G 3( )+(4+b)G4(f。)一 1 (6) 

义山艘改，有P ff)f⋯ ／／(P。一P，) 即 

P，(f )一』(， )(P 一 ) 

整理 得 

[G：(f0)+ G，(『c)+ ( 。)] +[G㈤ +＆G：(f．)一f(f。)] =o 

由P 、P 线性无关，故 

G (t。)+aGt, )+f( 。)=0 

G§( 。)+bc,(t。)～r( ．)一0 

两式联立消去f(t。)则得 

Gi(f。)+G j( )+( +b)G：(f．) 0 (7> 

在 (6)、 (7)两式联立的方程组中，有四个未知数，因而方程组有解， 即必 存 在 

， ． f，y满足(5)。 

克分性 ’歧在}一 。点存在 ，̂ ，r 满足 (5)．呲 

G，( ．)+口Gd(z。)一 1一G3( )--bG,(t ) 

代入 (3)得P( 。)一P，+( (t o)+ G‘(‘。))(Pa—P，) 

显然P(f )位于 P，Pa或其延长线上 又在此点处 (4)中的P。与P3的系数之和为0． 

从而Pf t)I ／／(P --p，) 故曲线 (2)在f．f 处与第二边或其延长线相切。证毕。 

现在讨论几种特殊情况 (仍设P。=o) 

1． P，不平行于Pa，但Ⅱ+6= l。此时点P。 P：， 不共线．但点P， ，P4共线 只 

要取r= 1，便可使曲线与第 二边或其延长线相切，适当调整  ̂ r 就可得到满意 的曲 

线 ． 

2． P ／／ ，但 口+b 1．此时点P ． P，，B共线。但点 ， 不在 一 条直 线 

上．只需取 = 1．便可使 曲线与第二边相切．适当调整 ， ，f可以得到理想曲线 ． 
．  

3． P，lip + = l。此时四点P。，P，，P。 p4共线。曲线 (2)也退 化为直线 ． 

下面讨论切点真正落在第二边而不是其延长线上 的条件 。 

要使切点落在 上 则必须0< 。< 1 且G ( 。 +4Gl( )≥o，G，( )+6G‘( 。)≥ o 

定理 2 蒋 J：P 口+ b辛 i，则曲线 (2)在 t．(0<t < 1)处 与 特 征 

多边形第二边相切的充要条件为：存在 ，̂ ，r， 满足 
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i】0 里： 庆 大 学 学 报 

Gi(，．)斗 -J̈ 1．，  

G3t )十0Gjl 2．：≥ 0 

Gj( 。)+63(f．卜卜 +b)G“f．)一 l 

G；(f )十G 5(f．、+(4+ b JG；(f．) 0 

— +  一  一  

注：若P 年 0，且 ( 一P J 平行 r(P —P )， {拦々 
⋯ 一 一 一一} 

Pr—P．=4(P 一P )+6(P：一P ) 

则本节有关结论仍然成立 

5 三次参数曲线的凸性与保凸性 

‘8) 

由三次B~xier曲线的保凸性质知 要考查三次参数l酿线的I 性和倮凸性，只需考崔新 

特征多趣形 P，P，P5 P，的凸性和保凸性即可。当新的特征多边形为凸时，曲线则为凸。曲 

线的凸性是指原特征多迦形为凸时，fjlI线也为凸；曲线的镍凸性是指特征多边形为凸时 曲 

线也为凸．而且曲线与特征多边形的凸向相同． 

给定特征多边形P P，p aPl后 女n图2，建立仿射坐标 o口，设四个特征点的坐标为P (0， 

1)．P，(口， 1) P (1 卢)，P·(1，0) 则新的特征点为Vf(~a． 1)，Pi(ra， 1) 

P；(1，vP)．P：(1， 卢) 

定理 3 当 0<口 芦< l或“ 芦< ol1j 多边形P P pap,为凸。 

定理 4 当0<“．】拿< 1；口． < 0时 曲线保凸的充要条件为下剜条件_上---．藐立； 

l。 f <T<： !。 r̂> > 

<古 >； ‘。 

证 以 ． 分别表示 点P f的横坐标l承_纵坐标。曲线保凸即新特征多边形为凸 其 凸 

向与旧特征多边形相同，故 
一  

，> 0 

，一 j> 0 

一 Ya> 0 

Y3一 > O 

即 ， <̂T< E 

、 
< 

j— l< 0 

粕一 2< O 

乳一Ya< 0 

一  < 0 

f >̂ > 。 

p>7> 酉 2 

定理 5 当 0<“， < 1：“ < 0j 曲线为凸的充要条件I为下列条什之_。成立 

≯ 

-  

。  
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5期 ’ 越学军；一类三次参数曲线 

』 < < 2 r < < 

)j<；； < < 
’  

{ ： { ：、̂ “’， ． 。 
>古 > 

证 曲线为凸的充要条仆为新特征多边形为凸，而 凸向盯与旧特征多边形不同，于是除 

一  

3>0 一弘<0 

即 f < < 或 f > >̂ 

< < > >； 
定理6 当口>0 卢<o：a<o．卢>0；口．卢> l时，原特征多迦形非曲．此时 曲线 为 

凸的充要条件仍为(J 0)-pz一成立。显然此条件不必要． 

3 应用 

由上衙曲讨、仑 ：参艋 、 咄 控制曲线湍点垃置的，f、 控制曲线的弯曲程崖和凸 

向的，因而对 山型曲线系统很有用处；给定了曲线的特征点后．可以通过参量来调节曲线 

的端点、弯曲程度和凸向，选就克服了Bezicr曲线、Ball曲线、Timraer曲线等当特征多边澎 

给定之后曲线的形状就完全确定了的缺点，更便于设计。由于曲线可与特征 多 边 形 各边相 

切，这样不但可使}瑰线更逼近特征多边形 而且可根据需要控制 切点位置 这也是很有实用 

价值的 ． 

蠼心感谢 杨 年教授、段虞荣教授旧鼓励羽演 持。 
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