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擅 要 讨 论了 ×m阶矩形阿格 (其 中n和州 中至 少有一个 为偶数 )中 

Hamilton圈个数F ．ttt)，矛蛙得下列结果： 

F(n，3)=2 ，对任何偶数 n； 

F ．4)=2(F【n一1，4)+F( 一! 4)一F(n一3，4)]+F —4 4)．对 n≥ 6； 

F ．5)=l1F(n一2，5)+2F(n一6，5)，对≥ g韵偶数 n： 

其q~F(2，4)= 1．F(a．4)= 2．F(4，4)= 6， F(5，4)=1．4， F(2，5)= l， F(4，5) 14． 

F(6，5)=154。 

椴 也指出 Xm阶矩形网桁的两点间的平均距离等{ (n+m)／a． 且对于 维空 间推广 

了这个结果 。 ‘ 
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ABSTRACT Rectangular grid s of o rder n×m， whe re at least one of n and m 

must he even a re discussed．}7o r the number F(n，m)of the hamiltonian cycles in~,uch 

a grid， the following results are obtained． 

F(n 3)=2 ～ far any e＼~cn n， 

F(n，4)=2[F(n-1．4)+F(n一2 4)一F(n一3，4)]+F(n-4，4) for n≥ 6， 

F(n，5)=11F(n一2，5)+2F(n一6 5)， 。r evon ≥ 8， 

where F(2．4)=1，F(0，4)=2．F(4，4)=G，F(5，4)一14．F(2，5j=1，F(4，5)一 14 

aad F(6，5J=l54， 

It shows that the avelage di．qancc "t：etween two points of a rectangular g rid of 

o rdel nXm is equal 1o(n+n、)／：{．and thi s re sult for~-dimensional spacc is al so gen· 

eralized， 
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我们讨论 X圳资矩形网格 。该 网格可用图 ⋯ 一P XP 表示 其 中P，为有 i个顶点的 

路口]。许多实际问题和理论问题都可归结为与所研究的矩形 网格 有联系的问题 。 这些问题 

在一些文献r 坤 已有研究 。本文讨论m≤5的网格的 Hamilton圈 ，并得到计算这种网格的 

Hamilton圈个数的递推公式。甚易证明， x 阶矩形 网格是Hamilton网格当且仅当 和m中至 

少有一个是偶数 。下面将仅讨 论H amilton圈，并简称 为圈。两个圈认为是不同的，倘若它们 

有不 同的边集 。我们用F(n，m)来表示网格 ⋯ 中不同的圉的个数 ． 

： 
定理 1 对任何正偶数n．F( ，3)=2 

画 画 
a b 

圈 圈 2 

’一1 

证 ．对于 一2定理显然为真 。假定n≥4和F —2，3)一2 nX 3阶 网 格 的每一个圈 

属于图 1所示的两种类型 口和 中的一种。去掉圈中那些与最后两列中至少一个顶点有关联 

的边，再加入图 1中用虚线表示的一条 边，我们就得到网格 。一 ，a中的圈 ， JA~F(n 3)一 

一 1 

2F(n一2，3)，因此F，n，3)一2 。 

定理 2 F(2，4)一 l，Fr3 4)一 2．F(4，4)一 6，F(5，4)=14， 

F0，4)=2(F(n一1 4)+Ffn一2，4)一F —3，43+Fn一4，4)对 ≥ 6。 

证．容易验证定理对于 ≤ 5均为真 。假定n≥ 6，网格T，， (r≥3)中的每一个圈属于罔 

2中类型 a、 b、 c、d、c、，之一 类型 的圈的个数将用 (r)来表示 ． 因为 每一个圈 

仅属于这些类型中的一类，所以 

F(r 4)= (r)+ (r)+ (r)+d(r)+ (r)+，(r) 

当r≥ 5时，网格 ，冲 的每一个圈采用加一列和将圈的最后两列进行 变换的办法就可将其 

变换为网格T，， 的圈。这些圈的变换如图 3所示 。在该图中 ，例如 ，a— 表示从类型 a 

的圈我们可以得到类型 的圈。虚线表示从圈中去掉的那些边，而粗体线则表示加到圈中的 

那些边。不难证明，这样构造的网格的圈都是彼此不同的并且该网格的每一个圈都可以用这 

样的方法得到 。因此，下面的递椎 关系成立 (r)一 (r-1)+ (r一1)+ (r一1)： i(r)一 

d(r一1)+ (r—1)对i一 、 c、d； (r)一日(r一1)+ (r—1)+ fr一1)+，(r—1) ，(r)= 

(r一1)。我们注意等式 (r)一 (r)也可从对称性推出．易证r=4时这些递推关系仍成立 。对 

r— ，将上面这些等式加起来我们得到 

F( 4)=2a(n一1)+2b(n一1)+2c(n一1)+3d( 一1)+4e(n—1)+，(n一1) 

将最后这个表达式进行变换，我们就得到所欲证的定理 。 

涟．定理2给出的F( ，4)的递推蓑系是一个4阶卉次线性逮堆若幂 。】 一2 +2a㈠一 

早 
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2a，一 +日，一4 可以通过解 个j凹次7ilh!x 一2x。一2x：-I-2x一1一 D进 一步给出F( 4)用 直接 

表达的形式 。但我们认为从计 谇的角度讲 ．通过这种齐次线性递推关系由右端关于较小 的 

的已知信息可以十分方便地算 出左端当前 的有关信息．就没有必要去解四次代数方程求出 

通解，追求理论上 的完善 。 

蠕 塌 围 

匿 3 图 4 

定理3 F(2，5)= 1．F(4，5)一1 4，F(6，5)一 1 54．F( ，5)一 l1F( 一2．5)+ 

2F(n～6，5)，对≥ 8的偶数 。 

证．不准验证定理对于小于8的 值为真。假定 ≥8 与定理 2的证明类似我们注意网格 

． ， 的每一个圈属于图 4中所示类型 4、 6、 c、d、c、 、g、 h、k t、m、 p、 

o中的～类 。相应地．网格 s中的类型i的圈的个数用 ( )来表示 。由于网格T ．s关于第三 

行是对称 的，推 出口(n)一d(n)， (n)一c(n)， ，(n)一 ( )， h(n)= ( )． tOO一0(n)． 

( )一p(on)。类似于定：N2的证明，网格 ． 的每一个圈可从同格 一一：． 的 圈采用加两列和修 

改网格 的圈中最后四列的办法而得到 。我们注意口(n)=z( )=F(n一2，5)．这是从下述事实 

推知的 网格 ．一，， 的每一个嘲是一对一映射到网格 ，s中类型 (相应地类型f)的圈。图5 

唧 
圉 5 

一  ( )， ，(n) g(n) (̂n)=t『t( )． 

中的前两个图形表明了这 种映 射 。 网 格 

r．， 中类型b(相应地类型，)的每一个圈 

是一对一映射到类型}(相映地类型^)的 

圈 这种映射如图 5的第三个和第四个图 

形所示 。于是．我们有 ( )：d(n)一t(n) 

一0(n)一F( 一2，5)， ( )一c(n)一 ( ) 

现在我们来证明下面的遣推关系： 

6( )=F(”一2．5)一F(n一4，5)一m(n一2)一 (n一2)， 

e(n)=F(n一2，5)+2F(n一4，5)+ (n一2)， 

，(n)=F(n一2，5)～F( 一4，5)一2m(n一2)一2 ( 一2)。 

为了证 l1月这些递推关系的第一个 ，我们 ：意网格 ． 中类型b的圈仅可 由I1 中 属于类 

型 a． b c，d． ， ，， g， ^， ． ￡的圈经变换得到 因此．我们有 

(”) 口(n一2)+矗( 一2)+c(n～2)+ (n～2)+ (n一2)+，(n一2)+g(n一2)+ 

h(n一2)+ ( 一2)+ (”一2)一F( 一2，5)一t『t(n一2)～ ( 一2)一o(n一2) 

椅。(n一2)用其但代入我们就得到所鹭求的等式 

回 囵 

幽 

础 

圈 圈 

团 固 

野一司 闭“ 訇一 ～圈“ 

n̈ 口 ～ 

一 一司一 

一韧一 ～ 
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二 ’甸 坷 訇 类型c和，的斟的一切变换 这 变换如图 i 告一— ± 
。

f 慧磊蒿 _ 甚 虱 才能得到网格 s的同一的圈 这些变换二 = I= 一_二 lJ]匕J 
2

慷

d(n 2： 2 卅 搁 翔 ( )一 一)+ 一)+ ( ～2)+ I I l I i 

i篓；薹o( -2 2 2a(n笙 2 1 5 ’ +p(n～2)+ ～2)+b(n一2)+ ( ～ ．]]1]— l 1 1 1 )+m( ～)+ 一 )一F( ～!．) 
+a( n-2 )

． 

+d( n-2 )+e (n~ 2

一l 搁 ‘ ， )一F( ～2·5)～ ( ～2)～ —2)～g( ．』 J=； _]： 
一  )_研( _ )～。( ～ )一 F‘ ～ ， ) 图6 
— 2 ( 一2)一2m(n一2)～。( ～2) ’’ 

将。( ～2)．d( ～2)和d(tl～2)川它们的f 代入我们就得到所要求的递推关系 ． 

一 【12(Fj+F．+⋯+F． s)+1OF．一6+4]+(2F．．·+1OF．一t) 

= F-一2+ (2F + lOF 一2) 

= 1 1F 一2+ 2F 6 

对于 ≤l4，利用前面所导出的速榷关系我们甚 易算出函数F 4)~lF(n．5)之值 ： 

注，定理 3给出的F( ．5)递推关系实际上是一个 3阶齐次线性递推关系： 

d．=I1口f一 +2 r．3．( ≥ 4)．0 = 1．0t=14t =154 

可以通过解一个兰次方程 一l1 一 = 0，进一步给出F( 5)的显式 (即用n直接表 达 

的形式 )。但我们认为从计算的角 讲，通过这种齐次线陆避惟关系由右端关于较小的 的 

已知信息可以十分方便地算出左端当前 的有关信息．上面 已举 出数值算倒 因此就投有必 

要去饵三次代数方程求出通解，追求理论上的完善。 

对于网格r⋯ ．我们也有下面的定理 
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定理 4 同格 ⋯ 的请 对：LI~I的平均 ( 葡 )距离 (即f 一距离 )等于( +卅’ 3 

证．矩形阿格 ⋯ 的点可嵌为集 

V(n， )= (X，． I)J ．=0，1，⋯． —l， ：一0 t．⋯，m—I 

的元素 。对于集V(n，m、∞两 点 ： ( ， )邗 一( ， ，)． 与 之间的 f 一距离 定义为 

d(x， )一Ix，一玑l+Ix，一 1．我们讨论函数， ( ， )=∑ ( ，Y)．苴中求和是对 

r，(n．m)中所有无序的点对( ．Ⅳ)遄取的。我们 (”，m)= ∑ ∑d( ． )一 ∑ 
∈ E V E 

∑{ 【 ( +l、+( — 一1)( — )]+ [ ：( +1)+(n— ，一1)(”一 )]} 
一  

∈ 

)]+ ∑( ( +1)+( 
2 O 

÷(m (n,-n)q‘n (m 一m))= ( )。因此定理为真，网为 ( ．m)中无序点对的数目等 

于 )． 
定理 4甚易推广到更一般的情况 。 

我们考虑下面的集 

V( ， II．·， )= ( ，， 2⋯， )l ，=0．1，⋯， i—1． 一1 2 ⋯，k) 

对于两个向量 一( ．．， )和 ：( ”，玑)．我们定义其7 一距离为d( ． )一∑ 一玑。． 

定理 5’ 
⋯

． 点对之间的平均距离等于{ 一去)／(t一 

／H n．)． 

参 考 文 献 

¨ ] t~arary F．G~aph Theory．Addison—W esley，Reading Massachusetts， 1969 

【2] Mitehison G，Durhin R． Optimal Numl：e ring of an NxN A r1ay． SIAM ]． 

Alg．Dise．Meth．1 986．7(4)：571—582 
{] Rossier Y， Trotond M ， Liebling Th M ． P~oballstlc Exchange AIgoritms and 

Euclidean Traveling Salesman ploblerns，OR Sped ruio，1 086，(8)：1 5】 】64 

4 1 M olla rd M ．Un Nouvel Encadrement du Nomb~e de Cycles Hamiltonieu* du n— 

Cube，Europ．J．Combinatotics．1988．(9)：49～5 2 

5) 全理伟 常系数线性递推方程及其应用，重庆大学学报．1 982 5(1)：115 l27 

一∑ 

一 

一∑  

∑ ～ 

1  2  

= 

一 

：

∑ 

∑ 

l  
I』 

一 

，

∑  

— 

— 

n 

+ 

+ 

一∑ 

m 

r●1  

j 一 

http://www.cqvip.com

