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一 类稳定波方程的极大值 

原 理 与 非 平 凡 解 
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FOR ． STATIONARY WAVE EQUATION 
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摘 要 讨论了一类非线性方筮的边值问题 

了其非凡解存在 的一个必要条件。 

关薯 词 I 线性方程 ：轨道 ／ 扳大值原理； 
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证明了柱大值原理 ．并且给 出了 

非平凡解 

ABSTRACT The bouuda ry—value problem of a non—Iineaz equation is discussed． 

A neceSsary condition for existence of nontrivaI mlution and a maximum priciple ate 

proved． 

KEY W ORDS nonlinear equation orbit n~axilmlm principle nontrivai solution． 

言 

V，lanov&y阳T．Neaberg在 [3]中讨论 了以下非线性常微分方程 边值问题 ： 
一  +(̂ 一n )“= 0 xE(0， 1) 、 

“‘0)一 t )= 0≥ 0为常数 1 ． r-、 

,t= m
，

a

—
xu-~( ) 1 

0≤ ≤ 1 』 

方程(-)反应了一种等离子体共振激发达到稳定状态 (即与时间无关 )时 的某些 特征 ， 

这种等离子波是由激光引起的，详 见(1]或(2] 上述问题一个显著的特点是其唯一的系数项 

有特殊的形式。7anovsky和Neube g研究了(*)的非平凡解以及分歧问题 ， 并且考虑了相应的 

复方程 ，本文讨论型如(*)．但具 有高阶非线性项的⋯类边值同题 ，证阴了一个极 大 值原 

理．并}L给m了其 l 平 凡解存在的必 条仆 ，这l 的非平 凡解是 指满足(1)，但不恒等于 
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常数 o的函数。 

1 极大值原理 

我们考虑下述边值伺题 ： 

一 “ +(̂ 一“ ) 一’一0 ∈(0，1) (口) ! 

。(0)一 (1)一 。 u>／ o为常数 (6) (1 

=̂max ( ’ 

O≤ ≤ 1 

其中 > 0为偶数 

现令 

日( 一 一 + 一 

其中 > 0为参数 则H为 
一 “ +(u一“ )“ ’一 0 

的第一积分．即“∈C (一o。，+oc)且 
一

“ +( 一 ) 一 0 1 

(0)一 0， (0)一g 0 J 

的充要条件为 

． H(u，口 )一H(“0 g 0． ) VxE(0，1、 

现V ∈(一。。，+o。)，定义轨道 

0 ( )一 {( ，g J∈R= H(“ 口。 )= }̂ 

即 

一  

+ 一 = 

也即是 · 

+ (扩 ) 一 ㈡ ) 

因而 ，要使0 【 ) ，其充要条 为 

≤ 

下图是当 p一 2时 分别对于 的̂不同情况作出的轨遭0·( )。易知，所有 轨道都是按顺 

时针方向运动的 。 

由(2)式得 

[ p( 一 j1 )] (s) 
设 “为(1)1 平凡解，Ij／i}~,tĴ>0。(因为 一̂0对 丁平凡解 = 0 0 这时著Ⅳo>0， 

无解 )选时山(3) 
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一  [ 2p—h一 )：)] 

因而，存在唯一的 ^≤ ，使 

(“( J· ( j)0≤ ≤lcO,(̂ ) 

若存在 o∈《0，1)．馥 

Z= r )=II3aXhi ( ) 
0≤ ≤ 1 

则- ( )= 0．由(2)知 

^= ‘ 
2 

选叫，山前谢的讨论易矧 ．0 (̂)退缩为两点，也即(1)只有平凡解-I d． 

解的假设矛盾 ，所 以，我们得到下面的极大值原理 ． 

定理 1 设“∈C CO，】]为(1)的任意一个解 ，如果存在粕∈(0，1)．使 
=  ( ) max ( ) 

0≤ ≤ l 

!fjl】 l 0 

2 非平凡解存在的必要条件 

两为 r万使 ．记 

c( )一(“【 · ( j0≤ 

其中 为(1)的解 

由前节的讨论知 ，存在唯一的 ≤ ．使 

C( )匕0·(̂) 

故由0 【 )的对称性及边界条件 。6 J 

(4) 

这与 是非平 凡 

审 
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(0)= ±“ (1) 

下面，我们就 h的儿种可能情况作略为详细的讨论 ，不失一般性 ，假设 > 0． 

1。 当 h< 0时，由H(“，口 ̂ )= 得̂ 

(2-≮) 
≥ 一2̂ > 0 

即0-(̂)不与“轴相交 ，因而C( )亦不与“轴相交，也就是说不存在xE【0，t)，使 

“ ( )一 0 ’ 

所以“( )不能在 (0，1)达到极值 ． 

2。 当。 < 时 ，由(6)，c( 必经过( ．0)或(m．o)A ，其中 

盯= 【̂ +( z一2 ) ] 

t ‘ 

m= [̂ 一( 一2 ) ] 

若C( )经过(M，0)点，也即存在 ∈[0，1]．使这 

“(‰)：[̂ +【 一 )̂ ]i> 

这与 的̂定义矛盾 

因此 ，c( )只能经过(m，0)点 。这时 

m=mlnu(x) 
0≤ ≤ 1 

而“在[0，1】上的最大值只能 在边界上达到 ，即 

Yllax“(∞ =“( 0) 
0≤ ≤ 1 

又因为 

“( )≥ m≥ 0 

所以 

n]ax~ ( ) “： 
0≤ ≤ I 

因 而 

=  ： 

3。当̂一筹时，。 (̂)退缩为两点。盏时所对应的碎必为平凡解。 
根 据上面的讨论，(1)可以重新写为 

一

， ：+‘ “ )“ 一 =。} (4) 
“(0)= L1)=“0 

由轨蘧设边界条件的对称性 ，容易得到： 
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性质1 设“为(I)的非平凡解 ． 

(i) ( )一“(1一 )，寸 ∈[0，1) {． 

∈[{， ] 

∈[。， ) 
(iii) 若“ (0)=qo，则“ 【1)=一qo 

civ ⋯ ， “≯一 
证明 Gidas—Ni—Nirenbc rg定理 (5g(4)SgNs)易得上述结论 0， ，D 

定理2 若问题(1)有非平凡解 ，则存在常数 > l，使得 

“ (2 I(1)) ． 

其中 (1)：r(( 一i)(21 一u —1)]一 du 

证明 没“为(1)的非平凡解 ．删由性质 l Z(iv)，有 

一  一

鲁一 等 

特别地，当 ∈[ ，1]时．由于“ ( )≥。，故 

厂 ( --77Z~)一 1 -mz )] p ／ 

由于 “单调不减 ，所 

～z )]_ 

其中m≤“≤ 。．但 )= ， ( 。)= l，故 

令 u 

[ (u~-ta r') 1～ ： )]一 

O  0  
“  

＼_L  

= 

一Ⅱ 

，口 一 

一" 

一 

一 

眦 L 

．  

0 

一 

‰一 

一 

” 
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所以 m=(2 J(1) 一 

因而 ，我们得到 

0= (2 I(￡) 
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