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摘 要 提出了一种无约束优化 问题的信赖域算法。根据原优化问题的二次近似模型，运 

用拟牛顿方向与最速下降方向之凸组合作为搜索方向，采用了新的策略。进行了收敛性分析， 

得到整体收敛及局部二次收敛性结果，并给出了算法的执行过程及算例。 
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ABSTRACT A new trust region algorithm is proposed for solving unconstrained o~immafion 

problems．According to the quadratic approximate model of th e original optimization problem ，the trust 

region algorithm LLSCS directions，a convex combination of  the quasi—newton direction and the steepest 

descent direction．This algorithm with new strategy is analyzed and the global and local qua dratic con— 

vergent theorems&re proved．At last，the implementation and co mputational re~mEs of th e algorith m are 

dem onstrated． 

KEY W ORDS trust region quadratic program ming lunconstrained optimization． 

0 引 言 

近年来人们对用信赖域方法求解无约束优化问题越来越重视，无约束优化的信赖域方法 

已得到发展和应用，见文 ]。如何获得理论上和实际计算中均很成熟的信赖域算法正是人们 

研究的焦点所在，下面我们将给出一个新的算法，并研究其收敛性。 

l 算 法 

考虑无约束优化问题： 

MIN f(x)，X∈R (1) 

其中 f：R 一R，f∈C。。 记 gK= f(xK)， fK—f(xD ， Bx为 f(x)的 Hesse阵或近似 

阵 ， 
1 、 

(w)一癌w+寺w Bxw。下面给出问题(1)的信赖域算法。 

1) 给定初值及常数 X0， B ， ul≤u0≤u2， O<r3<r2<r<1<r ， 日∈(0，1)，a∈(r， 

1)， ￡； 
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2) k：：0， L(k)：一0，计算 fk，gt} 

3) 如 l【z≤e，停止执行； 

) 如llB -g ll ≤u，令 d ；一 gk，取 pR：t ，其中 l：k=o J(j=0，l，2,-．-)为使下式成立 

的最大正数 ： 

f(xk+ h也)≤ Max fk-i+r'~gkTd= 

否 则，令 dk：一roB,- g +(1—0)缸]， 取 p-一 m， T-=盯J(j=(O，l，2，⋯)为使下式成立 

的最大正数 ： 

rf(xk+zkdk)≤ Max 一j+rIkgkTdk 
0毛J≤L(k) 

d-ll 2≤v 

5) xk+1{=xk+pk，计算 +1， gk+l， L(k+1)=Min(M，L(k)+1)} 

e 修正 得 一 一一{ 喜 
7) kt=k+I， 转第三步 。 ’ 

算法 中u ，r ，r ，r ，r，0，d，e 均为事先选定的常数，M 为正整数，一般应有 M≤10，e为 

误差参数。称算法第四步中步长收索策略 

f( +hd-)≤ Max fl一 +r 甑Zdk 

为非单调 Armijo型规则，它有利于计算稳定性。 

2 收敛性分析 

由修正公式可保证 Bk 对称正定。 

2．1定理1： 设 )为非单调 Armijo规则每步终止时的 值，则有正数 e，k存在，V k>ko， ≥ 

证：设结论不真。则存在子列{ }趋于零，这里 ∈{k)。由算法，存在一ko，V i≥-口，有 

f( +詈由)>。 一 +詈暗由≥丘+吉 g阳 
由中值定理 ， 

g(淞+雌 由) > rg阳i ． 

这里 雌∈(0，1)，Vi。由算法易知 

g < 0，V k 

—

lira~= 0 

又f∈C ，故 充分太时，g(xf+÷ 出) df<0 

_limg(x；+÷ ) di"=
．

1iragi~d； 

故由(2)式得 

0<g(斑+÷ Tid ) 出／g 出<r<l 

这与上式矛盾。 

2．． 定理2： 设 f：DCR 一R，在紧集 DoCD上连续可微，在 Do内驻点有限。{x-)cDD， 

lira(x1 1--X )=0，limf( )=0。则 lirax-=x‘，且 f (x )：0 
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证 ；此结论容易得到，略。 

2．3 定理3： 设 { )由算法导出． f(‰)≠O，V k=1，2’．-·且(i)水平集 zo一{xlf(x)≤f(x0)) 

有 界 ；( ) V k，日≤ lfB lJ≤ ，日， 为常数。则(a){ )[zo；(b)如 为 {x-)的任一聚点 ，则 f 

(i)=O；(c){ )的聚点均非 f(x)的局部极大值点}(d)如在 zo内驻点有限 ，则驻点唯一，即 lira 

=x。，且 x 为问题(1)的驻点。 

证： 由算法及定理l 
—  f—t- g ≤一堆0 舱， 

—I或一 [。Bf +(1—0)I ]g ≤一}[ +l一 llg ， 

一  BF g If z≤圳凰 

0l lI2={或lf— [瞬 十(1—0)I ]g ll ≤(舰+l—e)I1 Il2． 
夸 cl=Min{￡日，￡(日B+1—0))， c2=Max~ ，眈+1—0)，有 

pI≤一c IJ凰雌， IIp, ≤czI1~,11 z，k=1，2，⋯ (3) 

结论(a)可由算法直接推出。 

现证明结论(b)。 分=步证明 l_衄hlld-lI z一0 

设{I【k))为{k)的子集，使得 f(xlfk))= Max —I 

显然 k—L(k)≤l(k)≤k， L(k+1)≤L(k)+1， 

由(3)式 

，[ n+1)]= Max +̂l—J≤ Max ^+】一J 
吲 ‘ L【l+ 1) Ⅱ‘ l(t)十 1 

= Max(，[函n)]，，( +1))≤ m)] 

因此{轧 )为单调下降序列，又z曲 紧集，{xo)cz。，故 ，)有下界，即 f[x ]的极限存在且唯 
一

，设为f 。对充分大的正数 k，V k>M，由(3)式 

，[ n)]一， m卜l+ (̈一1 (”一1] 

≤
。< I" 

一  + 一  

又 h>O， grd-<O， 由(5)式 

由(3)式 

即 

⋯
lim-r,(”．蕊 t 一 ≥O 

ft ≤一cl ≤一哥c1 l『22 

limz ll ∞一1I}一O 

(5) 

(6) 
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要证 

～
limf~ ] ，[ + m}_l 一 ]=__

⋯
lirafEx~㈣一 ] (7) 

m一1 时， 由 

设 m=j 时， 

对固定的J，由假设 

同样可推出 

(6)、(7)式， 知(8)式成立。 

(8)式成立、则当m—J+1时，由(5)式 

，[ ĉ)一 ]≤，[ 。( 一 1】]+ r (̂)一 l鳜”⋯ l (̈一  

儿  一 ]=7 ，[ 一一”] 

卜 ] H  -厂 l／> o 

一  

一  If z= 0 

lira [ ∞⋯ 】]=
～
limf[ ∞一 ；} 

故对任何正整数 m，(m≤1(k))，(8)式成立。 

由 k—L )≤l )≤k， k≤J +L ))≤k+L(k) 

注意到， 当k≥M时， L ) M， J +L ))一k+M， 叉 
“+ (̂))一± 

=‰ 一 ∑ Ⅲ (㈨ H 
J— l 

由(8)式 

由(3)式及定理1 

由(1 0)式推出 

，( ) ，[ ]；7 

f(x⋯ )≤ ，[目㈣]+ rgfdt≤ ，[ ∞]一"PC IIg Ill 

罂 IIg fl 一0， I!ptII一 ⋯lim 。一0 

因而如 x为fx )的任一聚点，则 f(i)一0。 

一  现证明结论(c)。设 为f的局部极大值点，由(9)式推出，存在{ )茹子列{ ) 收敛于 
· 困 f[ t ]单调下降， [x ]=f(i)，且 f ]≥f(；)。由(5)式 ，j k一>k，使得 

@ 

■ 

一 
～ ：霉 

{  

㈣ 

≤ 

m 

V  
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对充分大的 k有 的邻域内之 x ，，使得 rexl(k ]>f(i)， 这与假设矛盾。 

结论(d)可由(3)、(4)式推出 

⋯

lira (“ 一 )一 0， ( )一 0· 

又{x-)czo(紧集)，由定理2，结论成立。 

2．4 引理1： 设 f：DCR“一R，在紧集 DoCD上可微 ，H：Do~L(R“)是连续映射 ，并且 H(x)正 

定，V xEDo。令 P(x)一--H(x) f。(x)，xEDo，则存在常数 c∈(0，1]，使得 

[，(z)] P(z)≤一cllf( )㈣ ( )II，V z∈D0。 

证明参见文[6]中定理l4．4．1的证明。 

2．5 引理2： 设 g：R 一 ， e>0， x 是 gEC 在 s(x ，￡)球邻域上的零点 ，且Vg(x )≠0。 

则 

(a)存在 6>0，使得 ，如 X0Es(x ，6)，则由 X⋯ 一xk一[ g( )] g(x )导出的序列{xk)有 

定义，X ∈S(x’，6)，V k，并收敛于 x ； 

(b)如V k，xk≠x ，则 lim + --X II／ll* --X。II一0，且如V f>0，存在 6r>O，使得如 X Es 

(x ，6r)，则IIxI+ 一x II≤rllx 一x’l__ 

(c)如存在常数 L，M，使得 Vg(x)一Vg(y)II≤Lllx—yll1 Vg(x) I1≤M，V X，Y∈s(x ， 

)，那么llxk+ 一 ·II≤ 一 · 

证明类似于文[7]中第三节相应定理。 

2．6 定理4： 设存在c ∈(0，1]，每步迭代都有一 (pk)≥--Min{ d+去dTBkd{ IIdll≤v ，d 

∈[ ])。其中d 满足：dlg ≤c ll'[d1]表示 dl的线性组合之集。则存在 c ，6>0，使得 

V Bk，v⋯g，有一 (pk)≥c IIg I[Min{v ，IIg,ll／IIB,l1)。 

证： 设 d 血 为Min{gTd+÷d d； 0dI1≤vl，d∈[dk])之解，令h(q)= 阳 +{ 

q Bkd 。显然 a。极小化 h(n)，并满足约束 q IId ll≤v ，且 

。 一  

一  

／ 及 ，如果 一gf ≤ 砑日 ； 

L t川以lI’ 否则 

当 a 为第一种情况时 

当 。为第二种情况时 

≥ 

m )—。 9 犯 ≥争 tl}1 
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取c。=Min{导，导}，则结论成立。 

2·7 定理5： 设定理4结论成立，f<告，取Bk =[v f(x )]～，v k，又设lfv f(x)一v f(y)II 
~LIIx--yll rx 为{x-)之一聚点，且v。f(x )正定。则 二次收敛于 x-。 

证 ： 由泰勒展式 

II(̂一̂+ )一(一 ～ 1 r丑 ) =j吉 且 一』： V ，( + )舢(1一 ) I 
≤ A 1 }1B—V。，( +却。)}I(1一Z)dA 

令 t= 测  

—

lI≤ 竖 一V z，(n+ 划(1一 ) (11) 

由假设，存在{x1)的子列 { 
．)收敛于x 。设 0 ={xII rx—x }1<61}，使得v zf(x)在 ~miF_  

定；又设o< <寻，使得在 一{x I IIx—x l}< )内有0 v：f一 (x)g(x)}1≤粤。由定理3知此假定 
合理 。 。 

设 )∈ 且满足：f <ki
O
)]<inf{f(x)IxC-O 一 )。这样的 存在，因为f[x㈨]单调下 

降’g(x’)=0，V f(x’)正定。显然 x 为局部严格极小点。 

当 k≥l【j。而 ∈0z时，要证 + ∈ 。如若不然，因 + < 岫≤ )，故 x⋯ 苦 

≥ ·+ 一nI≥ I +。一 ’If— II‰一 ll 

>鲁≥I}耳 II 

由算法， =一hB g ，但II lf<号，即x⋯∈0 ，矛盾。故v k≥k x ∈0 。由于{五 )单 
调下降且 x 为 f在 内唯一的极小点，故 x 收敛于 x-。 

在算法中，有 Bkll≤ ，或者I} ll≤vI≤l『 瓠 总有 }I ≤I J IIII BkII 

由假设得 札( )≥c2I I JM { ，II 0／lib。 ) 

≥c llp． 1l
l』w~n II，II 圳 I盱 lI) 

≥c： 

因 fC-Cz,V r(x )正定 ，对充分大之 k有 

)≥导 
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自n1)式 Iqk-1 l≤ II II 

lfm q 一 1 

由算法知，存在 ko，V k≥kc，Vk0<v ，又 limg(x )一0，所以 

为一t 瓠的形式，h由非单调 Armljo规则决定。 

1 园 —l
，r<专，存在k。，V k≥k。，ll qI ≥2 ，取P 

分大时， 

Bf 瓠Il≤ k<v-。故k充分大时， 恒 

，因liB；- g II~<v,o<v ，当 k充 

I I一 一 ≥ 2t 
寺 }B 一寺 

，( + )≤ ^+f ≤ ，[ ( )]+f 

故对充分大之 k， —l，并使算法中第四步成立。即每次搜索向量 P 均为 Newton方向，由引理 

2．{x )二次收敛于 X 。 

3 数值计算 

在算法的执行中，为了节省校正 Bl『 的工作量，采用 Powell在文中[8]提出的办法。另外 

( )的计算直接采用公式： ( )一百1 T 
。 

我们在文献和专著上选了四个经典试验问题，编制程序进行计算 

3．1 问题1： (L．R．Foulds) 

Min 0)= }一 2zl赴 + zl一 4x】， z 一 (4，2)．，’一 一 8 

3．2 问题2： (M．J．D．Powel1) 

Min，0)一 z{+ 2z} + z{— 21x}一 1 3《 一 14x1— 22x2+ 170 

一 (3．58443．一 1．84813) 

3．3 问题3： (L_R．Foulds) 

Min，0)一 5z}+ z；+ zj一 4z1如 一 2Zl一 6 ， 一 (1，2，3) 

3．4 问题4； (H．Y．Htmng and J．P．Chambliss) 

Min，(z)= ( + 1 0z3) + 5(x3一 ) + ( 2— 2z3) + lO(zl一 ) + ( 一 z5) ， 

z 一 (0，0，0，0，0)，，‘一 0。 

参数选取及计算结果见表l，表2。数值结果表明了算法的整体及局部快速收敛性质 要作 

进一步比较还需作实例计算。 

表 1 参数的选取 
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M 0 6 L 

0．3 l．2 0．2 0．1 i 2 0 5 2 0．7 0．5 0 

0．2 l_1 0 3 0．2 0．8 1．5 0．9 4 0．6 0．4 l 

0．i 0．55 5× i0 ‘ 

表 2 计算结果 

N( k x ) lIAxt 

(i+4) i0—0 7 ：43．．9009332l3093．,21．．9009360033l1 ——7．999977 6．8×l0 0 l (2，i) i 0一 l2 ——7．999993 3．1×l0—0 
(5，4) i 0 l 0 (3．995599+1．999l49) ——7．999987 4．4× 10一 

(2，3) l0 ‘ l0 (3．584 28．一 1．848128) 1．55× l0 “ 2．00× 10 

(4，0) 10一‘ l9 (3．584429．一 1．848130) 1．31× 10一 0 2．O0× 10一 2 
(6+一 2) l0一‘ l2 (3．584428．一 1．848127) l_39×10—1】 3．99× 10一‘ 

(10．一 1) 10 2l (3．584428，一 1．848126) 9．O0× 10—12 4．O0× l0 ‘ 

(0．833，1．55，2．33) 19— lO ；嚣 器 ’ ——9．999903 8．3×l0 3 (2，5．55．5．33) l0一 l5 ——9．999943 2．3×10—0 
(一 1+0．7) 10 20 (0．999982，1．999972．2．999958) ——9．999987 ．2×10 

(1．07× 10 +2．18× l0一 ，一 2．74× l0一’， 

1．13× 10— +5．9{× l0 ’) 

， 扎 10一‘ 30 (1．38×10 0，3．76×l0一 ，4．89×10一 + 4．32×10 0 5．9{×10一’ —— 10 1．50×10— +7．89×l0—0) 9．56×10一 7．89×10一 4 
— —  60 (3．07× l0一 ，一 1．8l× l0一 ，1．40× 10一‘， 1．50×10一 9．97× 10 ‘ ( ，1 ．1 ，一 l ，0) ’ 0 1 。 
— —  70 1．46× l 0一 ，9．97× l0 ) 9．8× 10—0 2．O0× 10— 

(5．68×l0一 ，1 00×10一 ．2．46× l0一 ， 

5．59× l0一，．2．00× l0 ) 
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如果注意到对参数的选取，在程序中加以自动调节，会加速收敛过程，使我们得到更精确的解 。 

这些均有必要进一步研究。 
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