
1991年1月 

第14卷第1期 

重 庆 大 学 学 报 

JOUP~AL OF CHONGQING UNrVFJ~ ITY 

VoI．14．№ ．1 

Jan．1991 

非线性等式约束优化的信赖域算法 

TRUST REGION"METHODS FOR NONLINEAR EQUALITy CONSTRAINED OPTIMIZATION 

唐 健 

Tang Jian 

(重庆建筑I程学院) 

段 虞 荣 

Duan Yurong 

(重庆 大学) 

摘 要 提出了求解一般非线性等式约束优化 的信赖域算法 运用 了不同方法在信赖域 

内求解原优化问题的二次近似模型的解，通过收敛性分析，获得了算法的整体及局部超线性收 

敛等结果，并给出7算法的执行细节。 
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ABSTRACT This paper presents two trust region algorithms for solvir~ genera nonlinear equality 

constrained o嘣 miza ∞ problemst The different technfques are used in minimizing a quadrdtie approx— 

irr~ate model of the original optim ization problems in trust region．By the convergence analysis，the 

global eonvergences and local superlinear convergences of the algorithms are obtained．Finally，the ira- 

plementations of the algorithms are given． 

KEY WORDS mathematical programming；op~mization；quadratic prngramming／trust region 

method． 

o 弓f 言 

在过去几年里，求解无约束优化问题的信赖域算法被证明是有效的方法。人们自然想将其 

推广到约束优化中去 在国内外不少综述文章中，信赖域算法被认为是将会成为非线性规划中 

有效而富有竞争力的一种方法 随着人们对序贯二次规划(sequential quadratic programming)的 

研究，信赖域方法也会渐渐地成熟起来。 

在约束优化中，信赖域算法的研究直到近几年才有些进展，不过迄今为止发表的论文很 

少．理论和算法均不成熟。可以说把信赖域方法由无约束推广到约束有不少困难，研究工作尚 

待深入。． 

非线性规划的信赖域算法研究已成为当前研究工作比较活跃的方向之一。对约束优化及 

不可微优化问题的信赖域算法值得进一步研究，需要对相应子模型问题构造有效的下降条件 

和发展新方法，有关评述，可参见[5，6]。 

本文采用不同方法 ，提出了两个关于等式约束优化的信赖域算法 ，并证明了其整体及局部 
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超线性收敛定理，给出了算法实施过程的细节。 

l 算法一 

考虑等式约束优化问题 ： 

rain，( )， ． ． 

其中x∈R ， f：R 一R，h：R 一R ， f∈c ， hEC ， ]~XTh(x)列线性无关 ，井假定 m≤n 

考虑问题(1)的近似模型 

』ma {，(“)+ +吉 B ) 
1 ． ( )+V h( ) 一0 (2) 
【 fId rf≤ △ 

其中 为每次迭代的近似解，凰=Vf(xD， 为f的近似 Hesse阵，记 =f(x )，其它符号均采 

用数学规划中的标准记号，_『．『『为某种范数。 

令 (x)=grx+{xTB 

我们用信赖域方法求解此子同题，算法如下 

1． 给定x0， ，吞≤△0≤ ，0<r3<r2<r<l<r1。 。 

其中 、 分别为预先选定的信赖域半径△ 的上下界， ≤△ ≤ ，根据计算情况可调 

节 。 

2． 令 k=0，计算 fo，go，ho，Vho的值。 

3． (i)用最小范数法求解二次规划 

．  

'

min{fk+ +寺 k (3) 
Ls·t． + hTd= 0， 

)如 =0，停止执行。 

(恤)确定 h= (j=0，l，2，⋯⋯)为使下式成立的最大正数 

JIIM 『『≤△ ， 

【f(xk+tt )≤ +7Tkg~dk。 

4- 令 Xk+l=xk+Tkdk，计算 +】，甑+i，h⋯ ，XTh⋯ ，m—t- 的值 。 

5． 修正 得到 B ，计算 
L+I— fk 

而 ’ 

min(△ ，r】△t)，如 ≥r3 
△ ⋯  

[max(吞，r △ )否则 
6． 令 k—k+1，转3。 

算法5中 B 的修正见第3部分。 

下面我们给出本算法的收敛性分析 。 

引理l： 设 B，D均为 Banaeh空间，T：B—D是有界线性算子 ，uo∈B为给定向量， 
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则V bE-T(B)，jI u ∈B，使得 T(u )=b，且满足 J(u )=rainI u—u。II。 

此引理作为算子投影定理的特例．见于众多教科书中 

引理2． 设。Qc 为闭凸集，x。每(j。则存在 a>0．及向量 g。，iIs。 =l，使得 (x。一x，一g0) 

≤一a，V xif--Q。 

这里(⋯ )为R 内的内积，a=llxc—z。I，g ÷(xc—z。)，其中zoif--Q，并使得 

IIzo—xo =mi~llz--x。 

推论1： 在引理2假设下．V yif--Q，有(z。一y，z。--x。)≤0。 

我们可将上述结论中的欧氏内积、范数分别改为矩阵内积和范数(⋯ ) ，l1． 这里 B为 

正定对称阵，结论同样成立。(x，y)B=xTBy，IIxI J§=xTBx，V x，yERn。 

把规划(3)改写为 

专I J + Ilk+(丘一专g g-) (4) 
Ls．t． hk+ V d一 0 

设 R {dIh +Vhld=0，IIdlI~Z )，适当选取五 ，可保证 R 非空，显然 R 为有界闭凸集。 

由引理1可知 ，问题 (4)存在唯一解，其等价问题为 

= 一 = afgm血( 1 + Bf gk 
，d E-Rk) 

由引理2推出 

推论2： 对任何对称正定阵 B 和 yE-R ，有 

《 +L— ， +1一 乩+ B >≤ 0 

定理1： 设算法一中 B 正定对称 ，则 (甑，d )≤ 

证：因lid Ilk=< + —x-+B 甑，d-) 。一<gk，d > 

由推论1 

IId ≤一 { ， )， 

IIdkl Jk，从而m为f的下降方向。 

V 

( ， )≤ 一 

定理2： 对算法一有 ( )≤ 一 2 Ildll~ 

证 ： 由推论2及定理l， 

固 xk+l=xk+Tk dk(e≤ Tk≤ 1) 

一 dk= xk+1一 x 

． (m)= ( d ) 

证毕 
● 
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=xkg[dk+ I 2 kT B-dk 

≤“g dk+吉 ) 

≤Tk(一l l +寺 B d ) 

一 一 号 证毕 

在算法中我们采用 Bog~s和 Tolle提出的 DFP方法修正 Bg ，所以{Bk)总是对称正定的。下 

面我们直接给出整体收敛定理。 

定理3：设Z0={x f(x)≤f(x。))有界tl l≥÷，v>0为常数，且问题(1)在ZG内K--T点 
有限。则由算法导出的( )收敛于问题(1)的 K—T点。 

证 ： 由算法和定理l 

^+．≤ ^ + r ≤ ^≤ ⋯⋯ ≤ f(z。) 

所以 X川 ∈z0，V k 有 xk)Cz0。 

由于 )单调下降，又 f在 zo有下界，故而 

liraf,一7 
⋯  

．

’

． 1ira = 0 

由[ ]引理1得 

lim = 9 

又 dTB~d ≥ l2 

．

’

． 1im Id lI=0 

因{x }Czo(紧集)，故至少有一聚点 X ，设子列{x )c{x )收敛于x·。 

．

’

． h + V f̂ = 0， h(x )= 0 

又 

f( 
¨

lim f(xk~ 
～

lim fk f 

因 f 单调下降 ，x 不可能是 f的局部极大值点。设 为规划(3)的Lagtange乘子向量，则 

+ = V 

故 ( )= V／*(x ) 

即{ }的聚点为问题(1)的 K—T点，由假设，(‰?的聚点有限，类似于文[5]定理证明．可推出 

x 唯一，即 x 。 证毕 

在一定条件下我们可以证明算法具有超线性收敛性。设H(x )=V。f(x )。 
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定理t： 设 f∈cz．H(x)为 f的 Hesse阵．{x }收敛于 x 。Bk为V f(x。)的好近似 ，lf Bk ≥ 

如果
⋯
llmII(t~一H(x‘)) It一0。则

～

lim T-一 l。 

证： 由中值定理 

，I+，一̂ #( ， + 一 )+吉( + 一 ， (z叶，一 )) 

+』：(1一f)(z叶 --X~g( ( +f(扎+。一乱)一玩))(z·+ 一 )) 

又 x Bkx≥÷ f v x6R 

故 h+l--f-≤T- m[1一号一号(ut+ll( 一H(x。))m11／211~l1)3 
算法一3中 r决定了 ，使ll 血f1≤△。， 

且 r≤[1一詈一号(u +ll(Bk—H(x‘)) If／211d-l1)3~ (5) 
如 Tk使不等式(5)成立，那么 也满足步骤3中的不等式 

因 limx-一x‘，故 u ＼O(k—o。时)，由假设 limll( --H(x ))ml1／11~f1=O，所以存在kn，V k≥ 

有 

吉( +l}( 一H(x。)) f1／2ll lf)≤吉一 

由定理3知 0 

．．． ll≤ ≤ △。 

即V k≥k0时， Tk------l 证毕 

容易推得 

定理5： 设 limx —x ，~Th(x’)列满秩，约束优化的二阶充分性条件成立。令 P-是 R‘到 

子空间w {sl s*Vh-=O)的投影阵，且 ⅡmllR(Bk--H(x ) ) ／／lI~1l=0。则算法有 Q超线性 

收敛性 ，从而避免了Maratos效应发生。 

算法一的具体执行细节在弟3部分讨论。 

2 算法二 

利用Fletcher可徽精确罚函数作步长搜索，建立一种新的信赖域算法。 

一 

叶 
“ 

0 

H 

一 

l 一2  
+ 圳 
一 

+ ， 

材 

一2 

一 H 矾 

≤ 

H ^ 
圳  一 

一  ̈

0 ^ 
龇 

定 
记 由 
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考虑等式约束问题(1)，第二部分中相应假定成立 ，不再赘述。 

设 L(x’c)=f(x)一 (x)+ h(x)11 

其 中 (̂x)=(Vh (x)Vh(x))⋯Vh(x)f(x)，其导数V (x)我们采用差商逼近。即有 

V L。，c) = 阳一去( + 一 ) 一 V +曲fV小 

这样可避免计算 f和 h的二阶导数 。算法二如下： 

1。． 给定 xl，BF1，c0，u， ≤△1≤ ，0<r3<f2-(r-(1-(rl，k=1 

2。． 解 + +专d丁 t 
Ls．t． hl+ Vhld= 0 

如果 dk=0,停止；否则，如果 “ >△ ，取 d- { 

3口． 取 cl=c⋯ ，考察下歹0不等式是否成立 

v Lid,≤ (df且 + c IIh~ll z) 

(6) 

(8) 

(9) 

如否，取 ct=2 一 

4。． 取 h= (j=O，l，2，⋯⋯)为使下式成立的最大正数 

L(xk+ 血，ck)≤ L(xk， )+ u V L ( ，ct) (10) 

5。． Xk+I=xk+ 血，计算 +】，gt+l， +l，vhk+I，h+l{ 

6。． 修正 ，得 B 。 

计算 = ，Ak+l f： 
7。． k=k+1，转2。。 

算法二中二次规划(8)的求解采用Wolfe法，而B 的修正仍采用正定的DFP校正形式。 

在本节里，假定(‰}，(Bk}有界 ，vh( )列满秩，对满足vt~／x=O，xER 的 X有 

xTBtx≥÷lixl1 ，v>0 

为一常数。下面我们进行收敛性分析 

定理1． 设(9)式成立。则算法二导出的序列满足 v L d-≤--~lld, >O为常数。 

证 ： 由于{Bt)有界，存在 e>O，使得 

(2 +82)l ll≤ V 

将 m分解成 dl +R^∈R(Vht)，E ∈N(VhD。因此e 为满足二次规划(8)之等式约束而 

模最小的 d，即e (Vh1) (--hx)，(Vh ) 为Moore--Pcnrose广义逆。因 h∈C。，存在 M0>O， 

使得 

≤ Mo V 。 
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因为{xk 有界，因此{( ) )有界。 

叉口h ：0，有 ETB ≥ lI I} 

如果 l『ell『≥e『『Ekl『'则 ‘ 

I II≥壶『ln 

如果 f <sflElff则 

≥ M 1 ≥ M l ，／
n( + 一 )，， 0( + P ) 

也 = ( + 丑 ) 鼠 (既 + ) 

≥ II ( 一 2 I1~11一 lib II ) 

≥ 毋J 2 

> 2v (1 ≥ 2v( ／ + ￡ 。， 1+ 8) 

利用不等式(9)及( )正定， 

Lrd ≤一专( 鼠4+ )≤一詈JJ 

利用此不等式首尾两项及不等式(11)，或不等式(9)及(12)均可推出 

≤ 一圳训 ， 

这里 一{m n[丽 r ， 南 ] 证毕。 
定理l说明，只要(9)式成立，dk就是L 的下降方向，以下定理说明(9)式是成立的。 

定理2； 存在 Ko,V k≥K 当取 =c- 一琶时，(9)式恒啦立。 

证 ： 因 +V =0， 

= 以一 ( + 一 )Tk一 醒 ～以 ll 

设 是(8)式的 Lagr~ge乘子 ，则 

+ B 一 t̂ 

(11) 

(12) 

(13) 

又 Ilg 一 hTd +d ll=l1(ut— ) hTd ll 

= l( 一 )Th lI 

西 h h— h ( h )～ 可 昏 ，而 h ( h )一 为 到 R( )的正投影矩阵， 

因而 

Il 一 |1≤ }l 五̂ 一 = l1B池lI 

又 h 列满秩。 
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故 一 Vhrd +d l1％l,'u 一 ⋯lh ~O(1ih Id l{) 

囡 f，h∈C ， 

i r去(̂+ 一̂) II=O(1lh,llll lf) 

要选择 C̈ 使(9)式成立，即要下式成立 

一  《丑 + M ll II≤ 一i 
。
i rh ii2 2 I II z ⋯ ⋯ 。～Jll ‘ “̂ 、 。 0  ̂

像证明定理1一样将 d-分解 ，(1 4)式要成立， 

只须 一者 ll +M M。 ll2+Mzll l!llh 0≤专c llh i r ， 

即 一 (1lIlEh ,If』 +2Mz(币II~ II+2M M。≤cLc 
囡上式左端为1I IE,II的二次多项式

，有最大值 vMl+M M。。故只要取 口=vMl+M M。，由算法 ，存 

在 Ko，使 c 一 < ≤c 此 cl。及 即为所求，V k≥K0，取 Ck c 一 时，(9)式恒成立
。证毕。 

定理3： liralId l1=0 

证： 由定理2，存在 Ko,V k≥Kc，Ck；c = ， 

L(z ， )= L( ， )．V ≥ K。 

由定理1和(10)式知{L(x ， ))单调下降；由于{x }有界，故{k)收敛 ，而 k+ ≤Ll+m v L d-
。  

由定理l 

Lk+l≤ L 一 ll ll 

即 Umz~Jld 一0 

由文[5]引理i 

limfId Il= 0 

定理4： { )的聚点为问题 (1)的K—T点。 

证 ： 由定理3和(8)式及(1 3)式 

II 0， 
⋯

lira( 一  ̂ )一 0 

’ 如 x 为{X }之聚点，显然 

 ̂ )= 0， 0’)一 V  ̂ ) = 0 

证毕 

一 

一 

一 

． 

卜 

V V 

0 0 D 
= ≤ = 
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即x 为问题(1)的 K—T点 证毕 

因{ )有界，因此有聚点存在。下面推出算法的超线性收敛性。 

定理5： 设 x-一x‘，且IIx + 一x JI=0(fIx --X‘II)，则当 k充分大时 =1。 

证： 不妨设 k≥K0， 则 G G 一 ， 

由(1O)式，只须证明 

L(z。+ ，；)≤ L( ．；)+ ( ， ) 

由 Taylor展式 

，(也+ )=̂+专( + H ) +o(11~11 ) 
= +̂{( + 。‘))r +D( ) 

最后一个等式由假设推得。同样 

(̂ + )一 + l (vh
。 + Vh(z‘)) + o(11~,11 z) 

注意 IIh⋯ =O(Ifd 

L(轧+ ， )一L( ，；)=吉 口矗+击 ( 。‘)一 ̂。 ) )+o(1ld~ll ) 

又 g(x‘)一 h(x‘) (x )= 0 

因此 L(x + ， )--L(x ， )={ L dl+0(IId,II~) 

但 也≤-n{l~f1。<o，又 v u<{，L(xa+d ， )<L(x ， )+uVLrd 

即 一1 证毕 

定理6： 如 x 一x‘，Vh(x )列满秩，约束优化的二阶最优性条件在x‘成立，R 是R 到子 

空间{sls'Vh =O)的投影阵。则 m R( --H(x ))也fI／l{d ll=O的充要条 件：~llx：t-d 一x·II一 

0(JIx 一x‘fI)。 

由定理5和6知 

推论：设定理6假设及必要条件成立 则{ }超线性收敛 ，从而避免 了Maratos效应 

3 算法一、二的具体实施 

我们先讨论如何求得算法一中二次规划(3)的最小范数解。首先考虑下列问题的最小范数 

解 ： 

i ll dl 百ll dll 

Ls·t． Ad — b 
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其中 AER⋯ (m≤n)，且 r(A)=m。 

用 Lagrange乘子法求解上述问题，得到 

d— B一 (AB一 )6 

于是子问题(4)或 (3)的解可直接写为： 

= B／- V (VhIB~- V札)一 (一 札 "4-VhrB,= )一 B／- (15) 

令 =--hk"4-Vbibs- gk，A-=v Vh 

求解 = ，将其解 代入(15)式得 

也 = B／- (v  ̂ 一 ) 

这样我们直接按(16)式求解子{可题(3)。 

因 A 正定，求解线性方程组 A = 。也可采用 Cholesky分解方法 。 

算法二中， =(V V h|) V h|凰 也可采用同样方法求得。 

的修正可采用DFP的Powell校正形式，详见文[5]。 

算法一、二中 (OD的计算采用 

(A)： fA"4-寺fj (v 一 ) 

避免涉及&，此时d 也=dT(Vh-_l—gI) 

两个算法的数值计算实例及进一步的讨论可参见文[5]。这里不再赘述。 

(16) 

参 考 文 献 

1 Coleman T F．Cua n A R．On the local~orivergence of a Quas／--Newton method for the nonlinear 

ogrm m恤g problem．SIAM J．Nurner．Ana1．，1984，22 l775～ 769 

2 Vard／Avi·A trust region algorithm for equality constrained minimization convergent properties 

an d im plemcntation ．SIAM J．Nutner．Aha1．，1985，22：575~ 591 

3 MIlsao F．A slJecesslve quadratic programming algorithm with global and superlinear corivergoneo 

properties．Math．Prog．，I986，35：253~ 261 

4 DemboR S．，Eisenfut SC ，St~ihang T．InexactNewtonmethods．SIAM J．Numcr．，1982，l9：400 

～ 408 

5 唐健．非线性规划的信赖域方法．重庆大学硬士学位论文，1987， 

6 张建中．约束极值问题的SQP方法．高校应用数学学报，1987，(2)：87~94 

7 BoggsD T，Tolle JW ．Onthelocal~ori~orgcrice ofQuasi-- Newton method for coo．straL~ed o 一 

mization．SIAM Coritrol Optim ．，l982，20：16l～ 17l 

http://www.cqvip.com

