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摘 要 系统地讨论 了集函数多 目尊分式规划 的弱有效解、有效解和真有效解的基赢定 

理。在一定泰件下．论证了集函数多吾标分式规划问题与其百应的毋量化问题以及鞍点问题之 

间的密切关系。 
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ABSTRACT SysLematically discusses the fundamental theorems of weak efficient so lution，effi— 

cient solution and properly efficient solution for multiobjective fractional programming problems with 

set functions．Under suitable conditions—we give some theorems connecting multiobjective fractional 

programming with set functions and its scalarization problems as well as the corresponding saddle po int 

problems． 
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0 引 言 

1 979年 MorrisEl 3在他的博士论文中引入了可测空间集函数的可微性和凸性概念．并证明 

了集函数最优化问题的 Lagrange对偶定理和最优解的一些充分和必要条件 由于集函数最优 

化问题在流体运动和电绝缘体设计 以及最优血浆供给方面有广泛应用。这一点可见文[】2一 

i 43 因此 Morris的博士论文 ]一发表就引起了国际运筹学界重视。不久，Lai等人在[2]中证明 

了集函数的 Fenchel对偶定理 ，Lai和 Yang在E3_-中定义了凸集函数的次梯度概念并用它刻划 

集函数凸规划的最优解 Chou等人在[4]中推广 Geoffrion~s1的工作 ，讨论了集函数的多 目标最 

优化问题真有效解的最优性条件。最近．Hsia和 Lee又在：6]中推广 Taning和 Sawaragi。 的工 

作，获得了集函数多目标规划的 Lagrange函数和对偶理论。Lai和 Lin在[8]中又证明了凸集函 

数的 Morean—Rockafellar型定理 。关于集函数最优化问题的讨论还可见文献[93。由此可见，集 

函数晟优化问题受到广泛重视。然而迄今为止，对集函数多 目标分式规划问题尚无人问津。本 

文系统地讨论了集函数多 目标分式规划的弱有效解、有效解和真有效解的基本定理，它是对文 

献[10]的推广。 

我们考虑如下的集函数多 目标分式规划； 

· 收文 13期 1989一O9—28 

·* 现在重庆师范学院工作 
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( P) min F(0)= ( l(臼)／H(口)， F2(0)／H(0)，⋯， (0)／H( )) 

s．t． (0)≤ 0， 口 ∈ ， 

其中 G(0)=(Gl(口)，⋯，G (口)) ， (X，，， )是一个可测空间。 ：，一 R(i=】，⋯，n)， ：，一 

R，G．：，一 n(i= 1．．_·，m)都是集函数。 

l 概念和引理 

我们假设 (x，，，“)是一个有限无源可测空间，每个 口∈，可视为它的特征函数 如 ∈ 

L (x，，，口)c L z(x，r，Ⅱ)且 r视为 L (x，r，Ⅱ)=L∞的一个子集 = { 10∈n 。对一个集 

函数 F； 一 R，当‰ 一 ， 4·e，我们认为 (口)= F(以)，因此 F可被认为是 的子集{扎 0 

∈ }= 上的一个函数。由 Mo~isⅢ的结果知 ，对任何 (0、以、 )∈r×／-×[1，O]，存在 ，中 

的序列{ )和{也)，使得 

二二 和 
。
二二(1一 )z 

z口．u 也 u (口u ) 柏．口+ (1一 ) (2) 

序列 {V．=口．U也U(口U以))若满足上述(1)和(2)，我们便叫{ 。}是关于(口． 、 )的 

Morr~序列。 ， 

1．1 定义l ，的子集族 叫做凸的，若对任何(口，A， )∈ × × [0，1]和相应的 1-中的M 

U A。t U (0 U以)∈ 

l_2 定义j 一个集函数 ，： 一五称为凸子集族 c，上凸的，若对任何(口，以，̂)∈ × × 

[O．1]，存在一个 Morris序列{V，)c ，使得 

曼limF(V．)≤aF(9)+(1一 )F(以) 

若一F： — R为凸集函数，则称F为凹集函数。 

1．， 引理l ‘ 设 是 ，中的一个凸子集族，F “， 是 上的凸集函数，若系统FI(0)<0， 

：l ·，m．在 上无解．则存在非负数 ．．．·，L满足∑ 一1使得∑ F̂ (口) 0对任何口 
_· 】 l’ 】 

∈ 。 

令 = {口∈ lG(口)≤ 0) 

1．‘ 定义3 口’∈ ’称为( P)的一个有效解，若不存在 口∈ ，使得 F(口)S F(9’) 且 
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F(0)≠ F(0 )。 

1．5 定义4 D E 称为( P)的一个弱有效解，若不存在 口E 。，使得 F( )< F( ) 

1．6 定义5 E 。称为 (MP)的一个真有效解，若 是 (MP)的 一个有效解且存在 > 

0，使得每个 。和每个 臼E 满足 F (口)< F．( )，都存在 J有 F (0)> F (口 )，使得 

(F．(0) 一 F (口))／( ( )一 (0 )) M 

本文中记 一 z E Î≥o，∑ =̂1)，，1“ ={ E >0，∑ =1}。 
‘= I i-- 1 

2 标量化问题 

这一节 ，找们将讨论(MP)与相应的线性加权和问题的关系。即与(MP)的标量化问题的关 

系 

(MP)的线性加权和定义为： 

(NP)(̂)rain F(。)=∑ (F。(。)／ ‘口)) 
L一 1 

s． ． G(口) O - 

2．1 定理l 设 F ( )， (0)> 0， V 0E F且 F．( )和G．( )都是 ，上的凸集函数 。 佃 ) 

是，上的凹集函数。则口 E ‘是( )的弱有效解的充耍条件是存在 ∈ +，使得口·是下述 

规划问题 (NP)(i)的最优解 。 

证：必要性 记 。= { E IG( )≤ 0)，囡口 是(MP)的弱有效懈 ，由定义知不存在 口∈ 
’ 使得 

F(口)< F( ) 

即 (0)／H(口)< F ( )／ (口 ) 

在 。上无解。 

因为 (口)> O，H(C2‘)> 0，则由上式有 

F (口) (0 )一 F．(0 ) (口)< 0 — l，⋯ ，n (1) 

在 。上无解。 

又囡F．(口)≥ 0全为凸集函数， ( )>0且为凹集函数，由引理2．1知存在 五一 (孟，⋯， ) 

∈  ̂，使得 

即 

∑ [F (口) (口 )一Fi(臼 ) ( )] 0 
L= 】 
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∑五．F (口)H(口 ) ∑五F (臼’)H(口) V。∈ 
I l } l 

成立 。 

因为 H(口)·H(口。)> 0，用它除(2)可得 

∑ ．[F (口) (。)] ∑ [F，(口 )埘(0 )] 

(2) 

即 (口)≥ F(口 ) V臼∈ 成立，这表明 口 是 (NP)(互)的最优解。 

充分性 反设 口。不是(MP)的弱有效解 ．由定义，存在百∈'iv’使得F( )<F(口。)．因 

∈ A ，所 i F(口)< F(口 )这与假设矛盾。 ． 

2．2 推论 在定理l的条件下，如果 口 是(MP)的有效解 ，则存在 ∈d一，使得 口。是规划 

(NP)(z)的最优解 。 

证：因为有效解一定是弱有效解，因此由定理l知结论为真。 

下面对真有效解情形进行讨论 

2-3 定理3 设 i∈ “ ，如果 臼’是规划(NP)(j)的最优解，则 臼’是(MP)的真有效解 。 

证 类似于[1 t]中定理5．1的证明。 

2+4 定理4 在定理l假设下．如果 口 是(MP)的真有效解，则存在 ∈A“ 使得 口。是 

(NP)( )的最优解。 ’ · 

证 因为口‘是(MP)的真有嫒解，于是存在 > 0，使对每个 ( = l，⋯， )，若口∈ -， 

务器< 撂苦时，总存在满足 

生
H > H 的 J(J≠ )，使 (口) (0’)⋯  ⋯ 。 

H 一 H H 一 H (0’) (口) ¨ (0) (口 ) 一  

因为H(0 )·H(口)> 0，则上式变为 

F (口 )H (口) F (口)H(口。) 

F (口。)H (口) F (口)H(口 ) 

这时上式变为 

即 

M再由鲁 > 知 
F (臼)H (臼’)一 (口 )H (0)> 0 

： (口)H(臼’)一 (口 )H(臼)]一 F，(口。)H(口)+ F (口)H(口 )< 0， ≠ i 

F (口。)H (口)一 F．(口)H (口 )< o 
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M CF (0)日(0。)一 j (口 )日(口)]一 F (口 )H(0)+ (口)H(口 )< o， J≠ ； 

在 ’上不相容。 

由引理l知，存在 ∈  ̂ ，使得 

成立，即 

：F (。)日(0。)一F (口 )H(臼)]+∑ [ f(F (。)日(口。) 

(臼 )日(口)一 F (0。)H(9)+ F：(口)H(9 )] 0 V 口 ∈ 

F (。)日(口 )+M∑  ̂F (口)H(。’)≥ (。 )H(。)+M∑ (。。)日(。) 
’± J≠ 

在上式中对所有 t一 1，⋯， 求和，得 

∑(1+M∑ ) (口)H(口 ) ∑(1+M∑  ̂) (口 )日(。) 
一 1 ≠ j一 1 ≠ ‘ 

令 一1+ ”，J一1，⋯， 。显然i >0，所以不妨谭i∈A” ，于是上式变为 
≠  

∑五 (。)日(。。)≥∑ F (口 )日(。) 
= l 一 1 

用 日(0)·日(口 )同除上式，得 

奎 c 辑 ．V。 
成立．即 (口) F( ) 成立 这表明 0 是(NP)(幻 的最优解 。 

3 鞍点定理 

考虑下述 Lagrange函数 

这 里 

州 口)+ 

F(口)= (F (口)／g(0)．⋯ ， (0)／H(D))，G(0)一 [O】(口)，⋯ ，G (口)] 

对于 (0． ，i)有如下鞍点问题 
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(SP) 

求 (0。， ’)满足 

L(臼 ，“． ) L(0’． ． ) L(0， ．土) 

V口∈，和 V ≥ 0成立 

称 (口’， ’)为 ( ， ，五)的鞍点。 

在讨论(MP)与(sP)之间关系之前 ．我们先考虑如下简单形式的集函数单 目标分式规划问 

题 

(FP) 

( ) 

rain而  

以及相应的Lagrange函数￡(口． )一导 + H-- T‘5臼5- 的鞍点间的关系。 
3．1 命题l 设 (口) 0， (口)> 0，V口∈，，且 (口)和 E(口)都是 ，1上的凸集函数 ． (口) 

是 ，上的凹集函数。并满足sIacer的约束备格，存在 口 ∈co,使得 0,(12 )< 0， 一 ]'．．·，m o如果 

0 是(FP)的最优解，则存在 ≥ 0，使( 。． )是 L(D， )的鞍点。 

证 因 0 是(FP)的最优解 ，则 

V。∈ !{口∈ la(口) 0)，导 <导％ 均不成立 

又因为 H(g)> f3,H(0 )> O，于 是由上式有 (9)H(9。)一 (9 )H(0)< 0 V 0∈ 

不成立 。即 

(口) (口。)～ V(口。) (口)< 0， G．(口) 0， 一 1，⋯ ，m 

在凸集族 上不相容。由文[4]中定理 3．1知，存在m个不全为0的非负数i 0 一1 ．，m 

，使 

(口)H(。 )一 (。 )H(。)+∑ G．(g) 0． v。∈ 
-一 I 

用 H(D。) (0)> 0除上式两边，得 

一  +耋志(12 o 0) (0 )。 ，一 。) (口) = 

取 = ~／H(9。)≥ 0， i一 1，⋯．m，上式变为 
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即 

(口 )， V(0) ．一 G(口) 
万面 丽 十 ‘两  

s 咖  V 口 ∈ (1) 

特别取口=口 时，有警 0因为Ⅳ(口’)>0，由上式有 G(口)≥0，但由 0及G(口 ) 
o，又有 ITG(0 ) 0，因而 |TG(0‘)=0，那么 

=  + 舁= 

由不等式(1)便得 L(D ， )S (0， )，V口∈ (2) 

另一方面，由G(口’)s 0可知，V“ 0，有“ G(口 )≤0又因 (口’)>0，因而也有号 s 
0．于是有丽v(9-)+譬甚 s =L(口 ， ) 
即 (口‘， ) (口‘， )，V“≥ 0 (3) 

综合不等式(2)和(3)可得： 

L(D ， )≤ L(D ，云)S L(0， )，V 口∈ ，V“≥ 0 

即 (口‘， )是 L[口，“)的鞍点 

注：此命题是文[43中定理3．2的推广。 

利用上述命题，我们讨论(MP)与其相应鞍点问题(sP)的关系。 

3．2 定理5 设 (口) 0， (口)> 0，V口∈ ，且 (口)和 G，(口)都是 上凸集函数，Ⅳ(口) 

是 上的凹集函数。且满足s】a储 约束备格， ∈ ，如果口 是(NP)(i)的最优解，则存在 ≥ 

0，使得(0 ， )是 L(D，“，i)的鞍点。 
一 】 

证 令 ：LF (口)= (z)，应用命题l可知结论成立。 

3．3 定理 B 设 (0)≥ 0， [。)> 0，且 F．(口)和 G(0)都是 上凸集函数， (口)是凹集函 

数，且满足s1ater约束备格。如果口 是(MP)的弱有效解(或有效解)，则存在 i∈A (或A“)， 

0，使(口 ， )是 ￡(口，“，j)的鞍点 

证 由定理l(或定理4)知，存在 i∈A (或i∈A“ )。使口 是规划(Np)(i)的最优解，再 

由定理 5知，存在 ≥ 0，使(口 ， )是 L(Dm i)的鞍点 

3．4 定理7 设 (口) 0， (口)> 0，且F．(口)和 G。(口)都是凸集函数，Ⅳ(口)是凹集函数，且 

满足 sja储 约束备格。如果口 是(MP)的有效解，那么存在j∈ ， ≥o，使(口 ， )是L(D，_， 

)的鞍点。 

证 由定理l的推论知，存在 i∈ ，使口。是规划(NP)(i)的最优解，再由定理 5知，存在 

0，使(口。， )是 L(口，“，i)的鞍点。 
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