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带临界指数非线性椭圆方程 

非平凡解的存在性 

THE EXTENCE 0F N0NTRIVIAL SOLUT10NS F0R N0NLⅡ EAR 

ELLIPTIC EQUATIONS INVOLVING cRITICAL SOBOLEV EXPONENTS 
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He Chuanjiang 

(应用数学系) 

摘 要 讨论 丁有界区域上的Dirichlet问题 一 △“一 柚 一d0)I“l卜 “+f(z， )， ∈口， 
上 9 

一

0， ∈ 非平凡解的存在性。其中 兰}三弓， ≥3，，0， )是关于{ {的增涨阶低于 的 
连续函数， 是正参数。我们先证明了一个不具(PS)条件的临界点定理。据此并利用 Sobolev嵌 

’入定理的最优常数，克服了失去紧性的困难 ，从而得到非平凡解的存在性。与Brezis—Nirenberg 

结果不同的是，我们没有假设 < ， 是 一△；H6(口) H (口)的第一本征值。 
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ABSTRACT The existence of nontrivial solutions oftheDirichlet一△“一 柚一 d0)1 l + 
* J一 9 

f(z，“)in口，H= 0 on is studied，in which = ，Ⅱ≥ 3，，( ， )is a lower— order 

perturbation of f 』 in the sensethat= iim ，0，H)／f Hf = 0， > 0 is a real parameter．First a 
i I—· 

crnical point theorem without the(PS)condition is proved．Th e problem of the lack of compactness is 

solved．In our main results we don t suppose^< which is necessary for the relative results of Brezis 

— Nirenberg，where厶 is the first eigenvalue of the operator— A ：H6(O)·H (0)． 

KEY WORDS variational method；nonlinear clliptic equation／nontrivial solution；critical 

Sobolev exponent 

0 引 言 

在非线性椭圆方程边值问题 

其中 ( ， )=。(I I )在 =。。，l<p≤} ， ≥3的研究中，临界点方法是一强有力的工 
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具。当 <} 时，利用嵌入Ⅳ，(口)一 (。)的紧性，对 作适当l的补充假设，可证(1)对应 
的变分泛函 

d —I G(T．u)dz 

这里o(x， )=I g( ．s)拈，z∈0．￡∈R满足(Ps)条件 从而．容易利用已知的临界点存在性定 

理证明泛函，的临界点存在，进而可解决问题(1)解的存在性 

但是，当 = 三一号时，这类问题出现于许多数学分支，也见于物理旧题中(见[1]及其参 
一  

考文献)。固为 +】= 兰 是嵌入 6(0) (0)的临界指数，嵌入口6(0) LP+ (0)是非 

紧的 ，泛函 一般不再满足(PS)条件，直接使用标准的变分方法存在着极大的困难 。 

Brezis--Nirenberg在文[1]中讨论 了如下的问题 

f一 △ 一 抽 f + ，(z， ) z∈ 口 
【 一0 z∈a。 (3) 

其中f(z·0)一 0且 ，(z， )是关于 的低阶扰动项，即在 一oo处满足 ，(z， )一o(f“f一)， 

=  ， ≥ 3．。是 中光滑有界区域 >̂ 0是实参数。在限制 < 下 是 一△ ：H8(o) 

一H (Q)的第一本征值 ，得到下面的主要结果： 

定理(BL) 设 f满足一定的条件(类似于本文条件)，如果存在 ∈ (。) ≠ 0，满足 

max，(‰ )< ” 

其中s是嵌入 (。)一 L鸟 (臼)的最优常数，那么，问题(3)至少有一非平凡解
。 

本文将取消 < 的限制 ，进一步讨论这一问题 。即讨论问题 

f一 △ 一 抽 Ⅱ0)f f一 + f(z， ) z∈ 口 
0 z∈ 船  (5) 

其中a( )≥ d> 0是 0是的连续函数，其余假设同前。 

为此 ，我们先证明一个不含(PS)条件的临界点定理 ，即下面的 

定理 1 设 是一实 Banach空间，E=r0 x，V是有限维子空闻 f∈c (g，R)满足如下 

条件： 

(I ) 存在常数 P，。> 0，使得， r ≥ } 

(1 ) 存在 ∈3B n X和常数 > p，使得 ，{ ≤ 0． 

其中口2 ( n )④ {r -0≤ ≤ R)． 
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那么存在序列( )满足(Ps) 假设 ，即 

这里 

l( )一 c，，’( )一 0 

(。一 infmax／( 0)) 
∈̂ ， ∈0 

厂： {h∈ C(口， )l h( )： ， ∈ a口) 

注1： 如果 ，l ≤ 0且存在 ∈aB n X和常数 > P．使得 ，( )≤ 0，对 ∈Span~V， )， 

I> 再，那么，条件(Iz)被满足 。 

为了给出本文的主要结果 ，先作如下的一般假设 

) f(x,u)∈ 。(百 × R)； ] 

b) lim，(z．“)／I 一 0，关于 一致成立；l 
L f R1 

c) lim y(x，“)／ ：0，关于 一致成立；l ⋯ 

d) 孟 ≥ ∈ 』 
设 是 一△ ： 6(0)一 H一(臼)的第 J个本征值 ， ： 0．让 表示前 J个本征函数 ⋯， 

张成的子空间。本文的主要结果是下面的 

定理 2 假设 ，满足(b)(a)一 (d)，̂ ∈( ，̂ )，J一0，l，2，⋯。如果存在 ∈ n ， 

R> 0常数，满足 

max ，(P+ f )< (max d0))--(a Z)， ，2 
∈V 0≤ ≤ 

那么，问题(5)至少有一非平凡解。 

最后 ，我们还给出条件(7)成立的一个充分条件 ，从而得到一个显然的存在定理。 

1 定理1的证明 

分两步来完成 

1) c≥ ，这是直接用 Brouwer度理论的结果，证明见[2]，我们省去细节。 

2) 假设结论不成立，那么，存在常数 > 0， > 0，满足 

(7) 

，’0)ll≥ M ，V z∈ E 一 r (，c一 ，c+ ]) (8) 

事实上，若不然·存在序列( )c ，满足II1'( )11<÷， ∈ ÷．这表明序列( 满足 
(Ps) 假设，矛盾。 

其次，可不妨取。≤詈．根据Palais定理，令 ( )为，在 是的伪梯度向量场，即满足 

≤ 2lII ( )l 

< ， ( )， >≥ fII‘( ) 
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取 0≤ (z)≤ M在 上是局部 Lipschitz连续的，且 ( )=M， ∈E ， ( )= 0， ．构 

作 上的向量场 

tn ： i o ∈E， 一 
【 ( ) ( )／ll ( )li ∈ 

它显然在 上是局部 Lipschitz连续的，且 }Iv(x)fI≤ 1 考虑由 ( )生成的流 ，即如下问题 

j 一一r( ) 
【 (0，z)= 

(10) 

的解-因为 ( )是局部Lipschitz连续的，且 ( )有界 ，故问题(10)有唯一连续可微解 ( ， )且 

其最大存在区间为 (一 o。，+oo)，它满足 

又 

( ， )三 ， ∈ ＼目 ，t∈ (一 。。，+ o。) 

，( ( ))=< ，( ( ))，一 ( ( )) ( ( ( ( )) > 

≤一 9(n(t， )) ( (z， ))I ( ( ， )) 

≤一 了1 ( ( 
， )) 

可见 ，l(n(x， ))关于 t是单调非增的。根据 c的定义 ，存在 h∈，使 

maxl(h0))≤ c+ 

(11) 

(12) 

(1 3) 

由(11)及(I2)知· ( ，̂( ))=目( ， )一 ，V ∈ ．从而 ( ，̂(·))∈ 但是 0≤ ，( ( ，̂( )) 

≤，(目(o，̂( ))≤c+号，可见々( ，̂( ))∈ ⋯ ∈ ．叉根据(12)及 之定义，我们有 

一 m( ≤一{』 ( ))拈= 

特别取 一 4aM一 ，即 

，( (4 M-i,̂( )))≤，。。))一 ≤c+号一 =c一号 

然而 ( ，̂(·))∈ 对 t∈ (一 。。．+ 。。)，这与 c的定义矛盾 证明得以完成 
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2 定理2的证明 

2．1 引理 对于 ∈( ．t+ 1． =0，1，2，⋯．如果泛函 ，满足：存在一序列( )c 日5(0) 

使得 

，(“ )一 c< (m“ a( )) ／ ，。 

，(“ )— 0 

那么．存在 (“ )的子列．其弱极限是问题(5)的非平凡解 。 

证明 根据(1 4)，我们有 

~f(1v“ f。一知 )一 }_』 。t r“ 『，一l一 (z，“ )一c+。(1) 

』(Jr“ 『 一抽：)一』。。／r“ 『，一l—f‰，(z， )=< ，“ ) 

其中 一 0在 H (0)中 。 

~A：(1 51—1(1 6)
．得到 

( 1 

(14) 

(1 5) 

(1 6) 

{F妇， )一 12
．f( ，“ ))+c+ 。(1)+ _1 ‰ 

≤fF( ， )+c+。(11+ 『『 (171 

另一方面．由(6)(c)知，对V。>0．存在常数0，使 rf(x， )『≤ f“ 『一+c。．代入(17)．并取。> 

0充分小 ，我们有 

从(1 )和(181不难得到 

l 4(z)『“ 『 ≤c+ 

“ c。)≤ c 

事实上，由(1 )和(18)及 H older不等式知 

(18) 

(1 9) 

～ 

+ 

 ̈

三一 
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+[( +1]ra in a(z)] f ( )J 十 +f 十(十。(1) 
≤ (1十 J『) ‘ + + (1+ |I)十 + o【1) 

注意到 + 1> 2，(19)由此推出 

根据(1 9)，可选取子列，仍记为本身．使 

一“ 在 Hi(口)中 

一 “ 在 L (船)中 ， “ 一 ∈ 0 

／2(z) 一 ( ) r 在( (g)) 中 

，( ，“ )一，( ， ) 在 (L (口)) 中． 

其中“一 ”表弱收敛 ，“一”表强收敛。 

由此不难知，“是问题(5)的弱解 

最后只需证 ≠ O。事实上，若不然，有 

这是固为，根据(6)(c)一(d) 

』 ( )一0， ( )一0 

0≤f ( )≤ ( n ))一 『 )J J 十c f J J． 

0≤『F( ， )≤ [( +1]ra in’a(z)]一 『 ( ) 川+ f 

r r 又J ( )J J ≤ ，J J一0， >0是任意的，因此(20)成立。 

根据(19)，选取另一子列，仍记为本身， 

在(15)中令 m一 。。，不难得到 

另一方面，我们有 

(20) 

n 【 一 ≥0，d是某个常数，先在(16)中，后 

和 = C 

≥sll ≥跗 m)) 一(』 ) 

(21) 

从而 ≥ ‘ x )) ，再由(21)知，c≥亡 x (z)) ”，这与假设矛盾。 

2．2定理2的证明 由(7)易知c<{ x (z))--(~--2)／2 ．固此，我们只需验证，满足定理l 
的条件(1 )，(1 )． 

http://www.cqvip.com


第1 4卷第2期 何传江：带临界指数非线 陆椭圆方程非平凡解的存在性 29 

(I )的验证 让 E= 6( )，V=V ．X— ．根据(6)(a)一 (d)，我们有，对 V > 0，存 

在常数 ．使 F(x， )≤ + 0 “ -又 

) f ) 一 
≤ 

— I J 

≤ I + I．11 

注意到 + l> 2， > 0任意 ，从而 

+ l F(z，“) 

I +l(c J I “+ ) 

( )一u( i )． 当 I一 0 

根据本征值的极值性质，不难知 

结合(22)、(23)． 

(I )的验证 

j0I一 -I r．il ． 

故 

(22) 

V“I 一 !≥ (1一  ̂ )II．II ， V ∈ x=r『 (23) 

(IV I一 一 )I 一』m 

≤号(1一肌 ) 一m in a( )(f。J一{ ．II“II ̈  ( +1) 

可见 ，根据注1，欲使 ，( )≤ 0， I> ，只要令 

一 [{(I。Im-+ 一 (p+1)(1“ )(n “a( ))一 ]一一Ⅲ 
一 I。 (南 )⋯， (1一从 ) (m in ( )) 一w 

+ [
．

—  

--

2(̂⋯ 一 )̂ “ ( )) 。] (24) 

从而，当 ∈Span{V， + ) 时．，(“)≤ 0 o根据注 l，，满足(I2)．定理 2获证 。 

3 条件(7)的进一步讨论 

条件(7)在定理2中起着基本的作用，我们给出它成立的一个充分条件，从而得到一个重要 

的存在定理。 t 

≥ 

而 

从 

cI 

≤ 

__一 

然 

显 

件  腺l委 

满 ∈ 跏 
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3．1 定理3 对 ∈ ( ， )．J一 0，1．2，⋯ ，假设 

十 i<(詈 ( "i2( 一 。‘ (25) 

那么，存在 R> 0，使(7)成立 

证明 对 V e∈ V，取 = 

因此 ，欲使(7)成立，只要取 

根据(24)，我们有 

从而 

≤ {I (e+ 蚺+．)I 一 I e+ +、I J 

一  (IVeI：一 + (IV ． 一婶  ) 

≤ 1 (̂
m — ) 

R <音( 一 一 )̂～(m ax 8( )) s 

口I + [( 兰 )( +-一 )‘ n。( ))一 ] ̂ 。<詈( 一 一 )一 (m x (z))ck 。 

一 <̂(詈) (_a--2) ( 等 一 I。Irain 一一 。‘ d【 】 

这就完成了定理3的证 明。 

3．2 推论 假设(6)(a)一(d)成立，对 Vj∈ Ⅳ，存在常数 ∈ 0， )，当 ∈ ( ， )时，问 

题(5)至少有一非平凡解 。 

该推论推广了文(33的存在性结果。 

附注 根据以上讨论 ，我们顺便也部分回答了[1]中提出的一个问题，即 

对 a( )，p，̂的假设同前。 

∈ 

z∈ 

∈ 触  

■ 抽 + 

一 

0 

8 0  0  

一 > 一 

一 

，● ● ^ ● ，、 ● ● ～ 
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结论：存在 = (a，n，。)≥ O，当 ∈ ( ， -)时，问题 (26)至少有一个解。( > 0的讨论同 

文[1]) 

作者对陆文端教授的指导表示感谢j 
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