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摘 要 构造了一类舍四个参量 的 B样奈型 三次参数曲线，它 以三次 Hermite曲线、Ball 

曲线、B~zier曲线、Timmer曲线和 B棹条 曲线为其特例 盎文还碧出了曲线与其特征多边形各 

边相切的条件。通过调整曲线的四个参量便可改变曲线的形状(包括端点位置、凸句及弯 曲程 

度等)以满足实际需要 
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中国图书资料分类法分类号 0241．5 

ABSTRACT A class of cubic parameter curve of B—spline type is constructed in this paper with 

four arbitrary parameters，the cubic Herm ite curve t Ball curve，B~zier curve，Tim mer cu／we and B- 

spline curve as its spe cial cases．The condhion in which th e curves contact with each edge of character 

istic polygon is also given．In order to satisfy the actual riquirements，the shape(i．e．1ocation of end 

point，direction of convixity and flexion．etc．)of curves can be modified by adjusting the four parame- 

te／'s． 

KEY WORDS cubic parameter curvelB—spline curve／B~ier curve 

1 曲线的构造 

如图，给定四点；Ⅲ一0，l，2，3。另外构造四点 

．， 一 0，1．2，3如下： 

M — b0+ (b1 

N — b 3+ (b 2一 b 3) 

c1一 N + ( 一 Ⅳ)一 (1一 )6 D+ Agb1+ (̂1一 )b 2+ (1一 )̂(1一 )b 3 

c 2一 M + g(N 一 )一 (1一 )(1一 )b 0+ (1一 )b1+  ̂ 。+ (1一 )̂6 3 

P： c】+ f(b 0一 c1)， Q： c 2+ T(b 3一 c 2) 
—  一  

一  

c o= C 2+ (尸一 C 2)= [(1一 ) (1一 f)y+ (1一 )(1一 )(1一 )+ f ]b 0 
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+ [ (1一 T) + (1一 )(1一 )]6 + n (1一 )(1一 f)r+ (1一 y)]6 2 

+ [(1一 )fl— )(1～ f) (1一 z) (1一 )]6a 
一  一  一  

一  

c 3= c】+ y(Q— c1)= [(1一 ) (1一 )+ (1一 )̂(1～ )(1一 f)y]6 0 

+ [ (1一 p)+ (1一 )(1一 f) ] + H(1一 )(1一 )+ (1一 f) ]6 2 

+ [(1一 )(1一 )(1～ y)+ (1～ )̂ (1一 f)y 4-f ]6 3 

以 c 为特征点构造等距节点三次参数 口样条曲线 ： 

= ( f'1)告 

P(￡)一( f2．c．1)告 一1 3 ～3 l 3 
— 6 3 0 

— 3 0 3 0 

l 4 1 0 

(1一 舢 (2 一 1)(4— 2 + ry)一 f 

3(1一 ， )[(1— 2 )(2～ 7)～ t ]+ 3f 

3(1一 )̂ (1— 2 + f)一 3 y 

(1一 )̂(2+ 2 — + 2 ～ fy)+ f 

(1— 2u)(4— 2 + f ) 

3̂ t2 一 1)(2一 p)一 3̂ (1～ ) y 

3幻 (2 — l+ f～ f) 

(1一 it)(4+ ～ f )+ (2一 p) 

(2 一 1)(4— 2 + ) 

3t(1— 2 )(2一 )一 3̂  f 

3柚(1— 2 + f) 

1(2+ 2 一 + 2 一 f ) 

(1一 )̂(1— 2 )(4— 2 + f )+ 

3(1一 )̂[(2 一 i)(2一 )～ (1一 p)f妇 

3(1一 Z)y(2 一 1+ f～ ) 

(1一 )[(1一 )(4+ 一 印)+ (2一 )] 

这也是以 b o,一b 
、 、i；为特征点的三次参数曲线，其基函数为 

一  

6 0 

6 

6 

6 

(1) 

G．( ，= ( 【．j+l + Ⅱ2l_+] + 3 l + ．⋯ )， l— o，1，2，3 (2) 
b 

其中 ％ ( ．J= 1，2，3，4)为(1)中矩阵的元素 

2 几个简单性质 

2 1 基函数的性质 
3 

1)权性：∑G。( )一l 
●一 0 

2) 对称性 ：G．( )： G3一 (1一 f)， i一 0，1，2，3 

事实上 ．当。= 0时 ： 

一 c c c c 
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G3(1一 )一 [ (1一 ) + (1一 ) + (1一 )+ ] 
D 

=

l
6 r— n ．z + (3们．+ 啦 ) 一 (3 + 2啦 + 口 ) + (d ．+ 2d+ 铂 + n．．)] 

而 一 d= d 

轴¨+ 一3(1一 )(1— 2 )(4— 2 + y)+ 3fy 

+ 3(1一 )̂[(2 一 1)(2一 y)一 (1一 )f 

一 3(1一 )[(1— 2u)(4— 2y+ fy)一 (1— 2 )(2一 )一 (1一 )fy]+ 3fy 

一 3(1一 )̂[(1— 2 )(2一 y)+ (1— 2 )fy一 (1一 )f + 37,／ 

一 3(1一 )[(1— 2 )(2一 y)一 f + 37y 

一 啦 ! 

3a．+ 2az·+ a·=3(1一 )(1— 2 )(4— 2 一 )+ 3~rtJ+ 6(1一 )[(2 一 1)(2一 ) 

一

(1一 ) + 3(1一 ) (2 — l+ f— f) 

一 3(1一 )[(1— 2u)(4— 2 + y)+ (2 — 1)(4— 2 )一 2(1一 ) 

+ y(2 一 1+ f一 f)]+ 3f 

一 3(1一 )[(1— 2 ) 一 2f + 2 T + y(2 一 l + f)]+ 3f 

= 3(1一 ) 0 — 2 T一 2f+ 2wr+ 2 一 1+ f一 f]+ 3f 

= 3(1一 )̂y[一 1+ 2 一 f)+ 3'rl~ 

== 一 口 

dI4+ 。2·+ 口3·+ 口“= (1一 )(1— 2u)(4— 2y+ )+ y+ 3(1一 )[(2 一 1)(2一 ) 

一 (1一 )f + 3(1一 )y(2 一 l+ f一 f) 

+ (1一 )̂[(1一 )(4+ 一 )+ u(2一 y)] 

= (1一 )[(1— 2 )(4— 2y+ )+ 3(2 一 1)(2一 ) 

一

3(1一 ) y+ 6 一 3 + 3 一 3 f 

+ (1一 )(4+ — f )+ (2一 )]+ f 

(1一 )[2+ 2 一 + 2 一 + fy 

． = 勘 1 

从而。a(1一 )一吉。 + +“ + ]= (f)． 
同理可得 02(1～ )=01( )， G L(1一 ) G2( )． (1一 z)= G ( ) 

2。2 蘑线(1)具有下捌性蜃 

2．2．I 端点性质 

；(o)=告[(1一 )(2+2 — +2 一 f +fy]；。 
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+告 +2 一 +2 一刖 +告 l一 1(4+y— + 一 

+{(1一 (1一 1(4+y— + 一脚 

；(1)一告(1一∞( 一2 + —2 —fy+ f )i。 

+吉 (d一2 + 一2 — + fy)i +吉 (2+2 一 +2 — f )．' 
+ E(1一 )(2+2 — +2 y一 f )+f ]ia 

)=--~E(I一 l一2 + 一州 +{州l一2 + 

+{州2 —l+ 一 i +吉川一州2 一l+ 一 i。 
)一 1川

一

州l一2 一 + ．D+÷ l一2 — + 

+吉 2 一l一 ； +吉⋯一 2 一l— +咖 

2．2 2 对称性 ：改变特征多边形顶点的编号 (。一 3 

2．2 3 曲线具有 几何 不变性 。 

2．3 特 例 

1)当 一̂ 0时，曲线 (1)为过点 6 u、6 a的直线{ 

t，i一 0，l，2，3)曲线的形状不变 

2)当 一寺， 一2，f一3，y一2时，曲线(1)为Hermi~曲线 

9 

3)当 ：÷， 一2，f：3， 一2时，曲线(1)为Ball曲线； 

4)当 ^一 l， 一 2，T一 3，y： 2，时，曲线(1)为 B~zier曲线 

5)当 一÷， 一2，T 3， 一2时，曲线(1)为Timmev曲线； 

6)当 一 ： f— — l时，曲线(1)为 B样条 曲线； 

7)当 一3， 一2时，曲线(1)为以6 o为起点，6 a为终点的凸凹向及弯曲程度可调节的曲 

线 。 

3 与特征多边形相切的条件 

假设 ^≠ 0 

3 l 曲线(1)以i。为起点、；s为终点的充要条件为 一吉， 一6{ ≠ 1， 一3,y=2 
证 由端点性质扣，起点为6 终点为b a的充要条件为 
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2 

1 

2“ 

) 

)[ 

)( 

( — 2“ 

(2+ 2 

一  + 2#y— T )一 0 

(4+ 1 一 f )+ (2一 )一 0 

(1一 )( + 一 f )+ (2一 )：一 0 l2+ 2 一 + 2 y— T 一 0 

4— 2 + p一 2 一 T + )一 0 l — 2 + 一 2#y一 + f 一 0 

+ — 2 y一 + )一 0 

一  

+ 2,uy一 T )一 0 

目』 一e 铮』 一3， 一2'当 ≠专； l 
一

y 一 一。 lf 一6，当 ： - 

3．2 曲线(L)的起点和终点分别在第一、第三边上的充要条件为 4—2 +y一2#y— f + fy ． 

一 0 

证 由端点性质知 ，曲线 (1)的起点和终点分别在特征多边形第一、第三边上的充要条件 

为 

(1一 ，)(4+ — f )+ (2一 y)一 0 

二 ： l 2-- y一)卜。目 + 一2#?--1 2#y 0 卅 一。 (一 ) 一2 + ～ 一f + y]一 
A( 一 2 + 一 2#y— f + )一 0 

3．3曲线(1)在起点和终点分别和特征多边形第一、第三边相切的充要条件为 一警三早( 
≠ 1， ≠ 0) 

证 由端点性质知 ，曲线与第 一、第三边相切的充要条件为 

(1— 2 + f)一 y一 0 

却 (2 一 1+ T一 f)一 0 

( 一 ‘ 一 + 一 一。富1—2 + f： 一 
(1一 )̂ (1— 2 — f+ f)一 0 一 L 

却 (L一 2 一 T一 f)一 0 

(一 l+ 2 — f)+ Ty一 0 

3 4 曲线以 6 o为起点、6 a为终点，并在 b o、6 a处分别与特征多边形第一、三边相切的充要条件 

0 一 2，f一 3， 一 2 a 

3．5 下面讨论曲线(1j与特征多边形第二边相切的条件： 

为了讨论方便，不失一般性设 一0，即 。位于原点，则曲线(1)成为 

( )一 G (￡) + G ( ) + (￡) ， 0≤ ≤ l (3) 
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假设 不平行于 一b 2
,则i 可由 和 线性表示．即有 一a + ．其中 ，b为常数。 

代入(3)得 

导矢 

成立 

P( )一 [G(f)+ aG3( )]6 + [G2( )+ G3( )]b 2 

P‘( )一 [G ( )4-a ( )]b1+ ，G ( )+ bG (f)+ bG (f)]h 

由曲线(3)在 一c口(0<fc< 1)处与特征多边形第二边相切的充要条件为存在常数 a， 使 

rP(t0)一 ab】+ (1一 Ⅱ)b 2 

LP( )一 (b 2— 6 ) 

不难得到： 

命题l若i 不平行于； ．a+6≠1．则曲线(3)在 一 处与特征多边形第二边或其延长 

相切的充要条件为存在 ，̂ ． ． 满足 

』Gt(to)+G2‘ + + G3 一 0<如<l 
lG (加)4-G ( 0)4-(d 4-b)G ( 。)一 0 

显然，对任意给定的 ∈ (D，1)，方程组均有解。 

两种特殊情况 ： 

1- b 不平行于 b ，a+b一 1或 b 平行于 b ，a+b≠ 1，此时四个特征点有三个共线，只 

需取 一 1即可使曲线与第二边或其延长线相切 。 

2· b 平行于 b ，a+ b— l，此时四个特征点共线，曲线(1)也为过四点的直线。 

要使切点真正落在第二边b1bz上而不是其延长线上．则需(d)中的 满足 0< a< 1，于是 

有： 

命题 2 若 b 不平行于 b ，a+ b≠ 1，则曲线(3)在 t—to(0< to< 1)处与特征多边形 

第二边相切的充要条件为存在 ， Y满足 

＼  

。 

3．6 曲线与特征多边形三边均相切的条件 
一 一  

1·端点在b o，b a：此时曲线与特征多边形三边均相切的条件为 一2， 一3， 一2且存在 

、“∈ (0．1)满足(5)． 

( (  

G G 
" " 

0  O  a a 
r 

) )  ‰ 

i (  帕 船 

L● L● L● L● 

i )  

{ {  

G G 
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注 此时方程组的解一定存在，但不一定满足不等式组 ，可将基函数代人求出要满足不 

等式组 n，6应满足的条件。 

2’ 端点在第一、第三边上：此时条件为 

( 一 1)f+ l～ 2a= 0且 ，̂ ，f， 满足(5)。 

对满足不等式组的任一 c，方程组均有解 

注 1 可仿照曲线与第二边相切的讨论方法，讨论曲线在 lo(0< < 1)处与特征多边形 

第一、第三边相切的条件。 

注 2 上述讨论是在假定 5o一 0之下进行的，若 6 o≠ 0，且 6 一 6。不平行于 6 一 6。，则 

令 

苫 一i。一 ( 一言。)+6( 一苫。) 

前述的有关结论仍然成立。 

注3 如果不考虑曲线的对称性 ，则可讨论8个参量的情形 ，那时曲线的灵活性将更大，更 

容易满足实际需要 ，但参量不易控制。 

曲线的凸包性、保凸性等性质将另文讨论。 
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