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非比例可变阻尼结构频响函数 

的二次摄动分析 

THE SECOND ORDER PERTURBATION ANALYSIS OF FREQUENCY 

RESPONSE FUNCTION OF STRUCTURE W I．rH NON—PROPORTIONAL 

CHANGEABLE DAM PING 

张 湘 伟 徐 美 和 

Zhang Xiangwei Xu Meihe 

( 程力学未) 

摘 要 通过 复模惠舟斩等最叼蛭率响应函数矩阵，分斩了可变阻尼参数对短响函数 

的灵敏厦．鼠而得出响压功率谱及其响应 运腰对Ⅲ尼参数约变化率．并待此理论应用到汽车 

碱振 阻尼参数 化控 制中 

关键词 非比例阻尼；频响函数：二次摄动；减振 

中国图书资料分类法分类号：0 322 

ABSTRACT A sim plified procedure is presented for the determintion of rates of change of fre— 

quency response function matrix of system for the non—proportional c}mngeabIe damnng ，by means of 

the second order perturbation technique in conjunction with complex modal analysis．Consequent15,， 

when excitation informatioh in frequency domain is known，the sensitivity of the resl~ nse power spec 

tra and the response time history cart be obtained． 

KEY W ORDS non proportional damping；frequency response function；second order perturba- 

tion；shock absorption 

0 前 ’ 言 

在汽车：[程和高层建筑抗震设计中．经常采用各种阻尼器和粘贴高阻尼材料，传统的比例 

阻尼的假设不再成立 ，实模态分析不再凑效必须进行复模卷分析。阻尼参数的修正是进行减振 

设计的一种重要手段 ，因此 如何评价和表示这些阻尼参数对系统频响函数及其响应的影响， 

是结构动力学的重要课题。文献：2：曾通过状态方程用复模态向量解耦的方法导出了响应谱的 

二次摄动关系式。但数学推导较为复杂，计算机实施很不方便。本文借助于复模态及复特征值 

所表示的频响函数矩阵导出了系统频响函数的二次摄动式，数学推导较为简便，而且可用响应 

谱对阻尼参数的灵敏度进行分析 借助于 Fourier变换的逆变换，继而进行时间历程响应的灵 

敏度分析，这在可靠性设计中有着重要的意义 ； 

* 收文 日期1989—11—21 

本文采 自然斟学基金资助项目。 
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1 多点激振的运动方程和频响函数 

结构受多点激振时动力学方程为： 

[M]{ (t)}+ [c]{V}(t)+ [K]{V(t)}=～ ([M][R]+ [Mg]){、=}g(t)} (1) 

其中矩阵[R]与拟静位移有关 ，由式(2)给出： 

[R]一 一 [K]一 ~Kg]Kg (2) 

以上 ，[M]，[c]及[K]分别是与 n个非约束 自由度相关的质量、阻尼和刚度阵；[M ]，：K ] 

是与 m个被约束的自相关的 n×m阶阵{{V(t)}是结构的实位移向量；{ g(t)}是激励加速度 

向，代表对时间的导数。引入状态向{y}_{ ：：；) ，式(1)可写成下列状态方程式。 

[A]{ )+[B]{y)：f l 【
O J 

上式中⋯隰 ]㈣一器一 ] 
{f) =一([M](R]+[Mg]){9g(t)} 

式(3)的复特征方程为 

[B]{巾)一 [A]{巾) 

由式(6)可得2n个复特征值和复模态向 

一 u。+ J 和[ ] i一 (1，2，⋯2n) 

上式的复特征值和复模态共轭成对地出现。 

其中 { 

由复模态向量对[A]的 Ⅱ权正交条件 

则系统的频率响应函数矩阵为： 

[巾] [A][0]= dmg(a．) 

[H( )]=∑ (j∞)] 
I=1 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(】0) 
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其中 f=Hi(Jw + { 。) 中 
a． (jw一) ) 

这里EH‘(J。)]表示第 i阶模态位移频响函数。 

a．= {中_) CA]{中L} (12) 

2 可变阻尼系统频响函数矩阵的二次摄动分析 

假设阻尼阵的每个成分的改变量可写成下列小参数 (j=1，2，⋯，L)的线性关系式 ： 

C．= C}(1+ ％) (j— l，⋯ ⋯L) (13) 

这里 c 为初始值 ，C．为修正后的阻尼值，％为第 i个小参数，则阻尼阵可写成下列摄动关 

系式 ： 

[c]一[c。]+∑[ ]∞ 

[c。]表示Cc3的初始值 ，Ccl_]表示Cc3相对于第 i个参数 的一次变化率 

则状态矩阵CA]可写成 

[A]=CA。]+∑[A：] 

这里，c 。 一[ O J c 一[ O _oO]J LM： L 
根据复模态理论的二次摄动分析【 ，可得 

(15) 

(16) 

一  “+∑础 +告∑∑ ∞+⋯ (17) 
K 一 ■ t 

)= { )+ f 
：
+{ { q+⋯ (18) 

将(18)，(1 7)代入(11)，则系统的频响函数矩阵可展开为 

[H( )]=CH。(J cI】)]+∑[Hi(j∞)] +告∑∑[H (j。)] +⋯ (19) 
k —  1 
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其中各模态位移频响函数矩阵可展开为 

[ ]一 u)]+ [ ( ] 十丢 [H 。)] +⋯ (2。) 

这里假定 a 是不变的，其中 

零次项： [ = + 

一 次变化率 ； 

二次变化率 

(2I) 

cn = c 一一 + 

+ ri !! ： + ：。i !：} ! !： ! ： ! ：：!：] r，’、 
。 jc．o一 “ 。 ( 。 ) 。 J。 一 “ ⋯  

cn =去 + + 

+( + 二 可孝 丽 +百耋 { ){ 。} + Xo{ }t] 。、( 一 “) 。( 一 ) ){ }{ 。(jc_卜 ) 、 『1 。J∞一_1 ̈ J 
J_ 一i ：!i ”} f ){％̈ |) ．{ “ ){‰ ) ， 世 ． 
。

aJ 一 ( 一 koi) 。 一 。 ( 一 。 )。 。 

( } 、(j。
一  )。 

＼ 

) + { 。|) {旷 } + _二I_ { ){ ) ](23) 

这样便得到了系统的频率响应函数关于阻尼参数的一次变化率、二次变化率，这个结果是 

非常有意义的 ，因为它描述了系统传递特性对阻尼变化的敏感程度 ，借助 Fourier变换及其逆 

变换 ，我们还可以根据输入情况，得到响应功率谱 ，相关函数，相干函数以及时间历程响应对阻 

尼参数的灵敏度。另一方面，由于在频域内，位移、速度、加速度之间转换都很方便 ，它们仅差一 

个乘积园子(j。)，在计算中可以一举多得。尤其是到了响应的时间历程的灵敏度 ，这在可靠性 

设计中十分有用。 

3 响应功率谱的二次摄动分析 

上面提到，频响函数对于阻尼参数的变化率的解决 ，有多种用途，下面仅描述响应功率谱 

关于阻尼参数的变化方式，其余的摄动式可以类推。 

假设激励力的加速度功率谱矩阵为[S ( )]m×m由(5)得激励力的功率谱矩阵为 

[S (∞)]⋯ = ([M][R]+ [Mg] S (∞)])([R] [M]+ [Mg] ) (25) 
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由随机振动理论，响应功率谱可表示为 

[S (∞)]⋯ = [H( )][S”(∞)][H (j∞)] (26) 

这里 ，[S 也(。)]、[s”(m)]、[s ( )]分别表示激励加速度、输入力、响应相对位移的功率谱矩 

阵。 

将(1 9)代入(26)得响应功率谱的展开式 ： 

其中：0次项 

次变化率 

[ 山)]=[S ∞)]+ [s (∞m +专 [ u( +⋯ (27) 

[s (∞)]! [H。(J∞)][s ([_))][H。 (J【I))] (28) 

[s (∞)]一 [H。(J∞)][s (c_))][H k(ju)] + [H k(j【I))]~Sn(o)3[H。 ( )]t (29) 

二次变化率 

[s u(∞)]一 [H。(j【1))][s (c‘))][H (ju)3 4-[H (j∞)][s[I(∞)][H ’‘(ju)3 (30) 

再来考虑响应的绝对加速度的功率谱，根据振动理论，相对位移{Vm)的频谱{v )可由下式给 

出： 

v(【I)))= [H(j∞)](ZM]：R]+ [Mg]){ (∞)) 

而绝对位移 v 则由下式给出 

{v )一 {v)+ {v|)= {v)+ 口R]{v1) 

这里， {v)为相对 位移，{v叶为准静位移。 

因此绝对加速度可写为 

a ) = f ) + [R]⋯ { 。) 

这里， { }表示相对加速度；{ )是激励加速度。由式(31)得响应的相对加速度的频谱为 

(31) 

(32) 

(33) 
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{a(∞)J一一 r0 [H(J )](：M]：R]+ [Mg]){ (。 )) 

由(33)得响应的绝对加速度频谱 

(34) 

a (∞)) [[R]一 [H(J。)]([M][R]+ [Mg])]{ ( )) (35) 

从 式(35)可以得到响应的绝对加速度的功率谱 

[Sl((。)]= [[R]一 ∞ 51 (J∞)]([M][R]+ 

[Mg])]，S (fJ])]·([R] 一 ∞ ([R] [M]。+ CMg] ) H‘( )] (36) 

为了说明方法 ，下面推出响应绝对加速度 谱关于阻尼小参数 ％( 一 2．⋯，L)的一次摄动 

展开式：将式(19)代入式(36)，得 

其中， 

[ (∞)]=(So。(∞)]+∑[s 。(。)]‰ 
I 

(37) 

[ 。((。)]： [[R]一 (H。( ))(IM3 R]+ 0 g])]，S (∞)] 

· ([R] 一 ([R] [Mj+ ：Mg] ) H。‘(J∞)] (38) 

[S2。(∞)]= 一 [H ( )]([M][R]+ [Mg])，S (c。)]·[R] 一 ([R] [M]+ 

[Mg] )[Ḧ ( )] ]一 [[R]一 [H。(j∞)]([M][R]+ [Mg])]·，S ( )] 

· ([R] [M]+ [Mg] )[H (Jo)3 (39) 

在具体问题中，为了考察某一点响应绝对加速度的自谱，只须在式(39)中分出某一个元素 

即可，如第 j点响应加速度自谱的一次摄动为： 

即 

si(∞)一 (u)+∑s (u)a 
L 

(40) 

根据振动理论，某点的lf立移(或加速度)的均方值与该点位移(或加速度)的功率谱有关 

E[v ]= l sv )d0 (41) 

这里 E[v] 表示某点的位移(或加速度)均方，而 sv( )表示这点位移或加速度的功率谱 。 

对式(40)两边旅行广义积分，可得到系统某一点的响应绝对加速度均方的一次摄动展开 
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式 

其中 ．』： 
酊。 一 s )d∞ 

∞  

音： (。) 

哥= 。+∑醯 (42) 

分别表示第J点响应的绝对加速度的均方、均方的初始值 及对 的一次变化率。 

4 在汽车减振优化中的应用 

我们选择了重庆汽车厂从日本引进的五十铃轻型载重车为研究对象，将车架分戚20个单 

元，受四轮激振的 FEM模型， 一维 Belgian Pavement模型的激振加速度的功率谱作为输入， 

将1．75吨载重量及本身的发动机、车架重量按照车架的几何尺寸转化为每个单元的重量密度t 

忽略结构本身及轮胎的阻尼，仅考虑悬架系统的减振器的阻尼。 减振为目标来优化前后两阻 

尼器参数。 

图1 五十斡车架FEM模型 

以车架上A、B、C、D四点响应的垂直绝对加速度的最小均方为优化目标 相应的目标函散 

选为： 

rain： 

2 

G( ， 。)= +∑ 
L— l 

(43) 

。
、  分别表示A、B、C、D四点垂直绝对加速度均方的算术平均。 

为了保证前后悬挂的可靠性，将可靠性条件作为优化的约束条件。根据可靠性的灵敏度讨 

论结果[另文发表]以悬挂处的可靠性保证条件作为约束条件。 

st：罐+∑雕 ≥B 

日g+∑融 ≥B’ 

(44) 

(45) 
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这里 皑、畦， ，B 分别前 、后悬挂处E、G的可靠性指标的初始值和对阻尼参数的灵敏度，可 由 

频响函数以及输入谱算出 另外由于阻尼修正参数 ，G．2是小参数，约束 ， 的变化范围。 

st： u}≤ 0．04 

Ⅱi≤ 0．0d 

优化方法采用可变误差的多面体算法，由于最后优化的问题不很复杂，迭代次数只用了4 3 

次精度计算到0．71 43×10一 

有限元模型的一些几何尺 寸从实际 车架直接测得 断面矩及极贯性矩可用材料力学方法 

计算 ，考虑满载情况，整车重量为3950kg，悬挂上质量取为34 00kg．前悬挂下质量设为250kg，后 

悬挂下质量取为3∞kg，前钢板弹簧的刚度取为 k =99kn／m．后刚板弹簧刚度 k 为120kN／m， 

前减振器阻尼取为 C =6．533kN·s／m，右减振器阻尼 C 一7．938KN·s／m，轮胎刚度取为 K K． 

：735KN／m(前后一致)．在计算前后悬挂的可靠性指标时，由前后悬挂的动挠度指标，前后悬 

挂的容许位移的均值分别取为-208ram和175ram，方差(均方根)都取为 

50mm，设车速 V=6oam／n，以一维 Belgain Pavement路面模型模拟所得到的频谱 ，功率谱作为 

输入(左右取值不同)。 

．  优化计算得到修改参数 n ：0．1l2(前阻尼器)，n =0．1 76(后阻尼器)：前桥上车架的E点 

垂直加速度的时间历程曲线见图2，(a表示修改前 _b表示修改后) 

’V  

捌  
惜 
层 

图2 修改前后 E点的垂直加速度时程曲线(a表示修改前 表示修改后) 

车架上前右悬挂处 E点垂直加速度的自功率谱(见图3的 a、b)。 ． 

1̂]捌制 景 
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Ca)频率 (}lz) 

一  

拯 
皿  

(b)频率 (}lz) 

图3 E点的垂直加速度 自动功率(a表示修改前 ，b表示修改后) 

§ 

l 
导 
d 

． 人̂l Â _̂． 
y＼『V 一。 

时 问 (0) 

釜 
’圈 

斗K 
孽 

û ．̂̂^̂ 一 
『IU V D BD 

时间 (s) 

图4 车轴激励与E点响应垂直加速度的相关函数曲线【a表示修改前’b表示修改后) 

前右轮的路面输入与车架上前右悬挂处的重加速度输出的互相关函数的曲线(见图4的 

a、b)从图中可以看出，振动从地面传到车架上滞后时间为0．04秒。 

5 结 论 

本文提出的受多点激振时可变阻尼的振动系统的频响函数及响应灵敏度的分析方法具有 

通用性，除了本文列举的加速度时程，自谱、相关函数曲线外，对于响应的互谱、自相关以及相 

干函数的计算，本方法同样适用。 
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