
l991年 5月 

簪14卷 苇3期 

重 虎 大 学 学 报 
JOURNAL OF CHONGQING UNIVERSITY 

V o1．14．№ ．3 

M av．I99I 

一 种只需4N。单元的N阶矩阵快乘法及其实现 

A FASr N × N M ATRlX M UL 、lPLlCATloN ALlGoRITHM  

W HICH oNLY N EEDS 4N0 CELLS AND n REALJZATloN 

周 六 丁 程 代 杰 

Zhou Lud Jng Chen Daijie 

(计算机系) 

摘 要 本文改进 了V．Stmssen矩阵快乘算法，在时问复杂性保持相同，但将其空间复杂 

性从 O(N )降至4N。。文中还给出了改进算1击的实现技术。 
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ABSTACT This paper improves V．Strassen s fast matrix multiplication algorithm ，reducing its 

storage complexity from O(N )to 4N。．and discuses about realization of improved algorithm． 

SUBJECT WORDS algorithm complexity；algotrithm analysis；data structure／matrix multi— 

plication 

0 引 言 

科学、工程中许 多问题可归结为矩阵乘法 ，囡此研究矩阵快乘算法具有重要意义 V· 

Strassen曾提出一个肓实用价值且耗时仅为 O(N )的 N阶矩阵快乘算法 (常规法耗时为 O 

( ))。当N很大时，该算法 比常规法快许多倍。但它有致命的弱点，即耗费空同太多，它完成 N 

阵矩阵乘需(11／3)·N ’一÷N。单元(常规诖仅需3N。单元)。本文改进了V．Strasaen算法，在耗 

时几 乎相等情况 F却将其空『i1_『需求量降至 N 单元 为便 于实现(这也是 V Strassen算法的弱 

点之一)，文中给出了实现的技术 值得一提的是本文给出的节省空间的方法具有一定的普遍 

性 。 ，
． 

1 Strassen算法及其时、空复杂性叫 

对于两个2阶矩阵相乘 ，即 

= (： ： )，口一(：：： )， =(： ： )一 ．口； 
用常规法计算 C需8攻乘、 坎加，而用 Strassen算法需7次乘、l8次加。其算怯如下 

} 收文 口j胡 1999．-I)4，1 l 
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P = ( 】1+ 22)(6l 4-b22)}口 = (。2】+ 。22)bu 

= l】( 2一 b22)； = 22(62 L～ b】】)； 

= ( 】+ 2)62z； (a21 。】】)( l+ 6l2) 

V = ( 1 2一 22)(b21 J-622)； 

= P + ～ + V；C10= R+ ； 

2】 口 + { 22= P + 丑一 口 + U． 

该算式可推广到计算两个2n阶矩阵，疑需把 a b cu(i，j：1，2)看作 n阶块阵即可 计算 

2 =N阶矩阵相乘的 Str-o．ssen快速算法通过递推计算式(1)而形成 

若令 P⋯A 、S 分别为用Stra．~en算法完成 =N阶矩阵相乘所需的乘、加法次数及存储单 

元数，由式(1，可建立递推方程 ： 

f P。= 7 P．一l 

I P。= 7 

f A．= 7̂ r_+ 18(2— ) 

【A，= 18 

f墨 = 7 一1+ 2(2．) 

1 ，=15 

求解可得 尸_ Ⅳ洲 ̂ 圭 6Jvz。 ；q z a — 百8Ⅳ。 (2) 

从分析结果可知，只有当N较大时，Strassen算法才比常规 算法快 若干倍，但这时 sn∞sen 

算法的空间耗费又难 以容忍，因此有必要降低其空间复杂性。 

2 一种只需4N 单元的 N阶矩阵快乘算法 

若我们注意到这样一个简单而重要的事实．即 给定问题(N阵矩阵相乘 )的一个子问题 

(如式(1)中的P，Q，R，⋯，V)一经求解，便可立即根据该子问题的计算结果对给定问题的求解 

作部分贡献 (如将 P累加到 c 中)，然后将已求解子问题占用的空闻转用于求解其它兄弟 

子问题 ，并且将这种思想递归使用 ，则可对 Stxassen算法进行改进。其改进算法如下。 

Algorithm l 一种只需4N 单元的 N阶矩阵快乘算法(递 归算法) 

Pr~edure MultiNy(A，B，C-N) 

∥计算 C=A·B，A、B、C均为N=2 阶矩阵，调用时C赋全0，结束时为结果∥ 

begin 

定义三个孚× 的局部数 w1(1：等；l- )1w (1-可N-1． w ：百NI】- ’ 
if N一2 then／／求解2阶矩阵相乘，方法同式(])／／ 

begin 

p=(A】l+A∞)·(B_1+B22)； q=(A2 L+A22)·B】】； r=A】】(B】2一 B22)； 

s：A22·(B2】一B1 L)； t： (An+Al2)·B22； u= (A2】一Al】)(Bll4-Bl2)i 

v= (A】2一 A盘)(B + B聪)； 

Cl】= p+ s— t+ } C】2= r+ t； C2l= q+s； C =p+ r— q+ ； 

end 
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else ／／递归求解7个子问题，每求解一个子问题便对原给定问题的求解作出部分贡 

献，并将其占用的空M转用于其它兄弟子问题的求解∥ 

begin 

W1一{All-+-Az~j；W2=(Bll十B22)；／／将 A中分块阵 A_l、A22相加后赋给 w1，将 B中分 

块阵 BmB 相加后喊给 w2∥ 

w 0； ／／W3赋全 0／／ 

Call Multiply(Wj，w2tw3，N／2)；／／递归求解 P子问题‘参见式(1))／／ 

Cu=Cll+wa；C22一c22+W3； ／／将 P子问题的解 w3对原问题的求解作部分贡献∥ 

wl=A +A控；W2=Bn；W3—0； ／／递归求解 O子问题，并将其解 w 寸原问题的求 

解作部分贡献∥ 

Call Multiply (w1，W 2，W3，N／2)： 

C 1一 C21+ W 3；C22一 c22一 W j； 

w A⋯ wz一(B_2一B22)；w3=0；∥递归求解 R子问题 ，并对原问题作部分贡献∥ 

Call Multiply(w 1，W 2，W3，N／2)； 

Clz= C1 2+ W 3；C22一 c22+ W 3{ 

w A w2一(Bz、一B11)；W3—0；∥递归求解 S子问题 ，并对原问题作部分贡献∥ 

Call Multiply fw 1，W2，W3，N／2)； 

Cll= Cn+W 3；C =C2l+W 3； 

W 1一 (All+ A 2)；W 2一 B22 

Ca ll Multiply (w 1，W2，W3，N／2) 

C11一 C1_ W 3；C1 2一 C1 2+ W 3； 

w3=0；∥递归求解 T子问题 ，并对原问题作部 

分贡献∥ 

w 一(A2 ～A )；W2=(B】_+B 2)；w3—0；∥递归求解 U子问题 ，并对原问题作部分 

贡献∥ 

Call Multiply(w1，W2，W3，N／2)； 

2= c + w 3； 

W (Al z--A22)；w (Bz +B22) w3一O；∥递归求解 v子问题 ，并对原问题作部分 

贡献∥ 

Ca ll Multiply(w1，W2，W3，N／2)； 

Cu = C11一 W 3； 

end 

end of procedure 

现对 Algorithm 1的时、空复杂性进行分析 

令 、At,、s 分别为Algorithm l完成两个 N=2 阶矩I咩相乘 所需的乘
、 加法次数及存储 

单元数，则可得 r面三组递推方程： 
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f 7 一- 

I = 7 

r = 7 一I 4-22(2I ) 

I =1 8 

f 皇 3× (2。) 4- 一L 4- 

l矗 穹 19 

其中第三组递推方程中的c每级为保存返回地址用的栈单元数(它很小)。 

其解分别为： = 7。 Ⅳ · ] 

： 譬(7·一 )一4．7． 7．1N2 B·} (3) 
J 

=7+ 4(2 一 1)+ A·。 4N J 

将式(3)的结果与 Sit,sen算法相应指标进行比较可看出：对于两个 N阶(N一2 ‘n∈z+) 

矩阵相乘 ，Algorithm 1与 Strax~en算法的时耗几乎相等 (因乘法较加法耗时多)，但前者仅需 

dN 单元。仅这--4,的改进将大幅度削减快速矩阵乘法的空问需求量。如 N=10 左右时，可计 

算出 Str&gsen算法所需空州为该算法的I 600倍左右 

3 Algorithm l的实现技术 

AlgOrlhim j勺 f＆ss叽 舁 堵 住 l头 刀 回 郁 蛆 仔 砟 一 些 嘲 难 ，辽  是 那 倒 捐 障 坦 归 严 生 jE 

递归算法。 ‘ r
一 ^ ．R 

在执 ． ． 在执行过程中如何自顶向下分解及 ．——：／ ／ l ＼ 、、 、 ． 

星喜謇 ’． 兰 ：． 。 能节省空问的原困在于：一个子同 ／ ＼＼ = ～． 
器 盖警 警 ： 。 阿题求解作部分贡献

，随后将它占 ／ ＼ 、 、 ： =；——、 

主 三嚣 ． ： 。 题。应注意，这种思想在这棵AND ／ ＼＼ 、 == 、 
树[s]中每一层的问题求解中都将用 ’。 ~。 n。。 o。 T ⋯ I1．”* V 

到。因此我们所需的全部存储空问 『剞l Algorithm I求解过程的Alq~(“与”)树表示(N=32) 

仅是从根到叶的一条通路 的问题(及子问题)结点 

所需存储空问之和。为便于实现，用图2所示的结构 

米保存一条通路 n个(n=Jo县 )结点所需的数组。 

在图2所示的2N×2N(N=32)的大数纽中，用 

最大三块(每块为 N×N)分别保存根结点问题所需 

的数组 A、B、c(它们依玖在左 r、右上和左上角)，用 

敞大的三块(每块为 )( 保存第二层的问题结点 

所需的三个数纽 (保存方 法与根结 点情形类似)， 陶2 图1中从根刘叶通路上各问题所需 
数组存放图(N=32)(阴影小块 用) 
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⋯ ⋯

，用 小三块保存叶结点层问题所需的三个数组。 

递归算法 Algorithm l的执行过程等价于在图I所示的 AND树中按先序遍历c 的次序求解 

各子问题和给定的问题。因此，需设置一个栈 Stack(1：7n，1：3)用于保存那些待求解的子问题。 

该栈中每行的三个单元分别表示一个子问题的大小、名字(说明它是其父问题的 P、Q、R、S、T、 

U、V子问题 中哪一个)以及它是否已求解的标志(solved标志)。 

非递 归算法一开始将根结点的7个子问题压入栈内(压入顺序是 V0muo_0、To SomRo_0、 

Qo P )，然后循环检查栈顶子问题的情况 ，并作相应处理(三种情况之一)。 

情况一 ：若栈顶子问题是原子问题 ，则先从其父问题所使用的数据 区中复制相应的数据 

到该子问题使用的数据区中，然后求解，将其求解结果累加到其父问题 的解答 中，再从中栈消 

去该子问题。若消去的子问题是其父的最后一个子问题，还需将新栈顶子问题的 solved标志置 

1。 

情况2：若栈顶子问题 已得解，则将该于问题的解累加到其父问题的解中，随后在栈中消去 

它。若它是其父的最后一个子问题 ，还需将新栈顶子问题的 solve标志置1。 

情况3：若栈顶子问题既未求解叉非原子，则先从其父问题使用的数据区是复制相应数据 

到该子问题的数据区中，然后将该子问题的7个子问题压入栈内(接 V 、u 、T，、S，、R 、Q r、P r 

次 序压入 )。 

上述循环过程反复执行 ，直到栈为空时为止。这时根(原)问题得解。 

由于篇幅所限 ，实现的细节 便叙述 ，但有了上述的思想，数据结构和算法骨架 ，则能编出 

相应的算法及程序。目前，这种只需4N。单元的矩阵快乘算法已在 Dual 83／20机上实现 ，当 N= 

l024时 ，新算法 比常规算法快2倍左右，但空间耗费多了1／4左右 
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