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关于带余项 Sobolev不等式的一点注记’ 
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摘 要 在一类其定义城内无紧支集的函数空间 (o)上建立 了一个带余项 的 

Sobolev不等式。 
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ABSTRACt In this paper，a Sobolev inequality is established in space (o)relative to a 

class of functions which do not have compact support in the domain where they are defined． 
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⋯  [一  ) 

v=lli≥ 8 II=llt·+ (0)II=IB (2) 

V“∈ 3(o)，其中8<Ⅳ／(Ⅳ一 2)，且当8一 NI(N一2)时， (o)一 0，H．Brezis和H．Lieb 
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在[3]中，利用函数的递减重排即Schwartz对称化技巧，得到了较(2)更精确的形式： 

II~7．11；≥ s,vl1．1l~·+ (0)II．I1~ (3) 

其中 —N／(N一 2)， (0)是只与∞ 和Ⅳ有关的常数， I． 表示弱 范数，即 

II,,11 =supI 州 I≈I如 

其中 = ( — 1) ，A取遍 R。v中所有具有有限测度的子集合。I I为 的Lebesgue测度。 

近年来，P．L．Lions，F．Patella，M．Tricarieo和 H．Egnell得到 了关于一类新函数空IiIJ 

"(0)的最佳 S~bolev嵌入常数， (0)的一个显著的特点就是其中的函数不必在 0．卜l仃紧 

支集，因为这一点是使(I)一(3)成。 的关键条件，因此，对应于l’，(0)的情形与，，2 0)的情 

形有很大的不同，对0也须加一定的几何限制，文[2]和文[1]分别在l’，(0)获得形如(1)和 

(2)的 等式。本文的目的在于在 l (0)建 ●：形如(3)的 等式。 

以’ 设 D是R‘v中有界趣 通的区域．边界a0是 LiI~hirz连续J=L由流形 和 厂1组成，即 

触 =F0 U 厂l，其中 _v一1(F0)> 0，这里 —l表示 N— I维Hau~orff测度。这样的 0的全 

体记为 ．V o∈J．仃与 相关的等周常数 Q(厂l，0)，即 

=sup 

其中 取遍 。中所仃满足’r列条件的可测子集：a0 n 含任何 Ⅳ一 l维Hausdorff测度 

大于零的子集， ( )为 相对于 0的 De Giogi周长。(见[5]) 

现在 中取极坐标系( ，01，⋯，Ox一1)， ∈ Eo， ]，l≤ i≤ N一 2，0Iv一1∈Eo，2 ]， ≥ 

0，记 

(d， )= {z∈ R．V 1 0≤ < ， ∈ (0， )．，l≤ i≤ N一 2， 一1∈ (0，d)) 

V“∈Eo，2 ]，记 (0)为幅角为“，J=L与0等测度的扇形∑(“， )，又令a∑(“， )= U 

，其中 

= {z∈ Rx Iz∈ a (“， )J=L Iz I= 砌 

= {z∈ Iz∈a (“， )，0Ⅳ一1壬0或0Ⅳ一1=a) 

由[2]，V“∈ Eo， ]及 V R> 0，_仃 

‘}( ， (“， ))= (Ⅳ“ )一 

其中，“-v=I∑(a，1)I，可以吞出，Q( ，∑(“， ))与 无关。可以证明，V 0∈ ，必存在扇 

形∑(“， )(可能为球)，使得Q(厂l，口)=‘}( ，∑( ))=(Ⅳ )_。．定义 
= {9∈JIq(F1，0)= (Ⅳ“ )_ ) 

义令 p(0)= {H∈ (0)I 兰 0在 卜：) 

由[2]，V ∈l’，(0)及 V 0∈． ．
．
有 

II ≈II，≥P(a-v)II．I1'· l< ，< N 。 (4) 

其中 (脚)为嵌入p(∑(“， ))一 。(∑(“， ))的最佳常数。 
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现设 “(z)为 口 的实值可测甬数，令 

(z)=mes{x Jz∈o且 J社0)J>‘) ‘∈[0，-I-o。) 

为 )的分布甬数，1fIj 。( )为 的递减重排，即 

。( )= inf{fl￡≥ l J=L，l(‘)< ) 

V z∈ ( )，定义≈(z)的 “对称化为 

C。 (z)= 。(a．vIzI‘v) 

对于 a对称化，有如下的不等式[ ： 

_『。 z)I'dx=f ，IC． )I 
‘

_『。I =k I z)I'dx 
Ilull，． 口1= IIc．=ll ( 1 

， 

其中口∈ ，t‘∈ VP(口)，II·l，． )为弱 (0)范数，即 

p> 0 

尹> I 

|P> 0 

0·0，． (。 =suplAI—j}I I·Idz J 

为尹的共轭数，A取遍口中一切可测子集。这样，我们有下面的不等式 

定理 l V H∈l’。(口)，及 V口∈ 

0 训；≥ ，。( ) l；．-I-， ( ) IJ；．．。 ， 

(5) 

(6) 

(7) 

证明 rh(5)一(7)知，我们只需对∑(“， )上的非负球对称甬数J．∈l’ (∑(口，r))iiE 
明(*)成 即可。 

现令 0)∈ (∑(a， ))，考虑下面的混合边值问题 

f△ = z∈∑( )· ． { 。 
一

， 

。 

㈣  

l =0 z∈ 
利用Lax—Milgram定理可以知道，存在唯一的t‘∈”’(∑(口， ))满足上述问题c 。再利用广 
义解的标准估计[。1可知 ”是本性有界的。 ‘ 

令 (z)=，(z)+t‘(z)+II t‘II V z∈∑(a， ) 
对 (z)用(d)，注意到这时 p一 2，这样 

I J (_r+ )I=dz≥， (附)(I If+ +0”』 J。’dz) ‘ 

≥， ( )(f Ifl ‘dz) 。 
这是因为f≥ 0及 U-I-0 U II ≥ 0．因而 

_『∑I ，l2+_『∑I +2』∑ · J．≥，z( )(』∑Ifl (9) 
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又因为 fEvu~ fdx~-- ∑，△t‘dz+ 。∑，宝d 
一

J ，△t‘dz 

一

J z 
代入(9)并将 和 分别换成 幻和 ，得 

∑I 一2 ∑ +．f∑I _rI z_lZ( )(』∑I 。)2／。。≥。 
对 优化，即可得 

．r∑I ，J2≥，z( ∑I 。)z／。。+ (10) 

设 为∑(a， )中任一可测子集，令 =1 为 的特征甬数，现在(8)中方程两端乘以 。异 

在∑(“， )．卜秘分。故 

由于 
J∑ △t‘d -j∑ 9dz 

∑ △ t‘dz=一 
∑
I Izdz+ ∑ 垒avd 

因而，由 H61der不等式及(1)有 

j窭f I。=一J 
≤ )l／。。 

． ≤(f z。 z。 

≤(，。 -v))一{(J I I z) I 
故 

．  

一  

I ≤(，z(口 ))一 

代入(10)式．得 

∑
· ≥ J2． 。+ 

对所有∑(口，／O的可测子集取上确界，则有 
lJ vf lIi≥ Iz(口_v)II f II +Iz(口Iv)lJ f II i· 

因而(*)成立。 ‘ 一 

另外，对于 Brezis-Lieb的不等式(3)，如果其中 =2-= 的话
， (0)可用绝对常 

数 代替，即有下面的 

定理 2 V t‘∈Ⅳ6(0)，有 
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0 lli≥ II II l·+ II II l·．。 (**) 

证明 V ∈肌 (o)，用 。表示 的递减重排即Schwartz对称化，熟知青下面的 

0 。II 2≤ n 0。 (5) 

II”。II z·= 0 0 z· (6) 

0 。0 z·．。= 0 0 z·．。 (7) 

因此 ，为证(**)，只需对Bj(0)上的非负递减的球对称函数，证明即可 ，其中，I∞=0， 

B一(0)为以原点为心，半径为 露的开球，且 II}一(0)I= IoI 

令 夕(z)∈L (I}一)，则由椭圆方程的标准理论，必有 ∈ ( )n 使 

△H=夕 z∈ I}一 

=0 z∈ aB̂ 

作辅助函数 (z)=-r(z)+ (z)+ 0 )0 ，z∈B一再利用与证明定理 1类似的方法， 

可证明(**)．这里从略。 
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