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摘 要 推广了两A多重临界点存在定理。作为其应用 的例子，主要讨论 了二阶半线性 

椭圆方程边值问题 一 △ 一f(z． )， ∈ 口， 1 0，z∈ 擒 有三个互异解的夯件 。 
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ABSTRACT Two multiple critical point theorems are generalized．As an example of their air- 

pJieations。the conditions of the Dirichlet problem for the semilincar elliptic equation一 △ = f(x， 

“)in 0 an6 u一 0 on a0，which possess稿 three solutRms are d'meumsef1． 

KEY W ORDS critical point theorem ／semilinemir elliptic equation‘maltiDle solutions 

设 X是Banach空间，S是闭集，0是带边流形 ，边界为 期。我们说 S与 ∞挽着，如果 8n 

加 一 ，且对 V 映射 ：X— X，妒j = 记有 妒(口)n ≠ 。对 C∈R，记 

， {z∈ X：，0)≥ c} 

： {z∈ X：，0)≤ C} 

K = {z∈ x：f(z)一 C，，0)= 0) 

本文的主要结果是下面的几个定理： 

定理1 设 f∈C ( ， )下方有界，满足 P．S条件。 与 ∞ 挽着，这里 印同胚于 中的 

单位球 又设存在常数 d∈ A．使 ，( )< ， ∈御；，( )> ， ∈s 那幺，至少有三个I临界 

点。 

注1 在文献(13中，条件 ，( )> a,x∈ 须由下式代替 ，( )≥ > ， ∈S。 

定理2 设，∈C ( ， )下方有界，满足P．S．条件。如果存在常数。和 ∈X及 的某 
邻域 U；还存在 ； ．使得 

，( )> f(zo) ∈ (1) 

及 
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则，至少有三个临界点，且其中有两个是局部极小点。 

注 2 在文献[2]中，定理 2是对 ，∈c (x， )来证明的。对于，∈C (x，R)，(1)式须 

由下式代替： f(x)≥a>f(xo)，X∈3v， Ⅱ是某常数 (1) 

定理l一2的证 明分别基于文献[3ICe定理17~-~文献[4]中定理l，它们分别是Eli和[2]中 

相应定理证明之修改。这里只给 出证 明大意，以突出修改之所在。 

定理1(t<9证明 设 m= inff(z)，根据通常的形变引理，m是 ，的临界值 。 
f∈ 

定义 c— inf sup，( (￡)) 
●E r f∈口 

此处 F= {h∈ c(x，x)：hl = id) 

如果 c> ，根据极大极小原理，c是 ，的临界值 ，显然 c> a> m}如果 c= ，根据文献[3]的 

定理 ，c也是 ，的临界值 ，显然 c— a> m。余下证明同[1]。从而 ，至少有三个临界点。 

定理 2的证 明 不妨设 f(x0)一 0o考虑水平集 ^。由于 ，( )> 0，z∈ l，(；)≤ 0，； 

。因此 ^ 在 U内部及外部分别存在子集 D-，D2。令 rfl 一~nff(x)， i=l，2 
· E 

根据形变引理，m．( = l，2)均为 ，的临界值且 ％≤ o。为证第三个临界点的存在性 ，命 

c— inf sup，(g( )) 
∈ J 口 】 

，= { E (CO，1]，x)l (O)一 ， (1)= ) 

分两种情况 ：① 若c> 0，照搬山路引理的证明，c为，的临界值 ，显然 c> 0≥ m —l，2}② 

若 c= 0，根据文献[4]中定理 l，丘 n ≠ ，这时对应于临界值 c的临界点位于 上，自 

然不同于 对应的极小点。 

下面仅仅给出定理2对非线性椭圆方程的应用。为了更清楚地看出本文工作的意义，我 

们只考虑下述问题： 

f一△ 一f(z， ) ￡E 0 I 
一 0 ∈ a。 

其中 0是 中光滑有界区域 。 

设 f(z， )满足如下条件 ： 

(Df(z， )∈ (百× )且 ，(￡，0)一 0l 

② 存在常数 口 > 0，b( )E L (口)， 为 P之共轭指数 ，使得 

l，( )l≤ 口 + 6( )。l< < ， ≥ 3} 

③存在常数 口3> 0，及 c( )E L (0)使 
r _ ． 

1，( ， ) 一F(z， )≤口2l l +ml#{+c( ) ， 

此处 z< ／2， -是 一 △ l 的最小本征值 l · 

④ 设limf(z，u)／lnI= do“)关于 一致，且 do(￡)< 

⑤ 存在 n ∈Hot(D)m ≠ 0使 
r r 

l I ：l ri lI l ≤2l F(zm)d￡ 
J 0 

定理3 设 f(x， )满足上述条件 ①一⑤ ，则问题(3)在 (口)中至少有三个解。 

证明 根据条件③ 
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，( )一妄 

≥去I1 II。 

≥ 1 II=／i z 

此处 cl— I c(z) 。 

一』 (z， )dz 

_』 [ I ／ +nsI“I+c(州血 
- n： l{ 一 一 c 

可见，，下方有界，且
．
1im，( )一+ 。。。 

根据条件 ④ ， limF(z， )／ z一 百1 (z)．关于 z一致。 对于任意给定的 ∈ 

H6(口)，且 ≠ 0， limY(x， ) 一 ÷d0(z) 

根据 Lebesgue控制收敛定理 

耐 一”胁，eu)dx=f。如(圳 l 2dx< 。 。出≤ 。Iv dx 
可见，当 > 0充分小时 ，我们有 

f F( ，蹦) < l (蹦)l z出一丢ll (蹦) 

因此．对充分小的 > o， 

、f(船)一专ll (删) 一』 F。，删)出>吉lj (删) 一lily(-,)ll 一0 
从而，对 V ∈ H6(臼)， ≠ 0，令 II=ll— P> 0，当P充分小时， ( )一 (p。

． 

> O o 

，∈C1( (口)，月)且满足 PS条件，其验证是标准的并注意到 ，(0)一 0，I(ut)≤ 。。根据 

定理 2，定理 3获证 。 

注 3 ( )这个结论推广了文[2]中的相应结果 ：条件 ④ 在文[2]中由limy(~， )／ 一 

0代替等。 

(b)基于文[5]，我们可以把这个结果推广到拟线性和各向异性情形。 

(c)基于本文的讨论 ，同样可考虑文[1]中给出的三个应用，其对应的条件也可 

作相应的削弱，这里就不赘述了。 
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