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摘 要 通过矩形域上 的B样条插值函数逼近定义于该域内任意子域上 的特求函 

数，并用广义变舟原理处理第一类边界条件，本文建立了适合于一般二维区域的B样条有限 

元法。实例计算表 明了该方法的优点和实用价值。 
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ABSTRACT A B-spJine finite etemenl!method for solving general 2-D electromagnetic field 

problems is es~ablished．The B-spline bases for a gener~ field region are constructed uMng the B- 

spline interpolation functions defined  orl a rectangle which contains the region．The Dirichlet bound— 

aty condition is dealt with by m~ans of the generalized variational principle．Two numerical exam- 

pies are given that show the characteristics and practical value of the method ． 

KEY WORDS finite element；elecr．romagnetic fields／B-spline f generalized variation 

0 引 言 

自70年代初 B样条理论逐步完善以来．B样条函数良好的光滑性和它特有的支集性一 

直受到人们广泛关注，通过运用B样条基，相继出现了计算梁、规则形状板结构受力的样条 

有限元法。l987年 ，文献[3]提出了用 B样条有限元法计算电磁场问题 ，较之传统有限元法， 

其场量的计算精度显著提高，场量应有的连续性得到可靠保证。但是限于目前B样条基仅能 

在矩形域上构成 ，该方法只能计算矩形区域的电磁场问题 要突破这一限制 ，将会遇到两方 

面的问题：其一是在一般形状区域如何构造适合于有限元法的B样条基f其=是怎样处理第 
一

类边界条件。围绕这两个问题，我们进行了较为深入的研究。本文就如何在一般二维场域 

形成 B样条有限元法作一个初步的介绍。 
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1 一般二维区域上的 B样条基 
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其中 

图 1 一般场域的 B样条剐分 

设有位函数 “∈c ．它定义在边界为 ，的 口域 

上，如图 1所示。用一矩形域 恰好包围域 口，并使矩 

形边界分别平行于从坐标轴 。在 域上定义函数 U， 

使 

f n∈ C 在 口上 

U一 n= ∈ C 在 ，上 (1) 

l ∈ 在 一 口上 

式中， 为满足上面条件而构造的某一函数，于是有 

∈ C 。 

将 域剖分为 ×Ⅳ个矩形单元，单元面积为 

△ 一 ( 。+l— ．)( J+l一 ) (t= o，1，⋯ ⋯M 一 1}j= 0，1，⋯⋯ ，Ⅳ 一 1) 

沿 方向可以构造如下二次 B样条基 ]： 

{鼠0)， 一一 2，一 1，0，⋯ ⋯，Ⅳ 一 2，M — 1) (2) 

l ： 二—；： i i： 。：：：‘。； L ‘’ ‘+-J 

l 0一 )(z。+l— ) ． ( l+。一z)0一 +。) 、 
鼠0)=l ■二 了 ■= ： 十石=■= 了石 ■=i 了 件̈ 件’J 

l ( ．+，一 )z ， 、 l
瓦 = 石 = i 十̈ +·] 

L0 其余区域 

以同样形式沿 tt方向也可构造二次B样条基：{岛( )，J=一2，一1，0，⋯⋯，N一2，N一 

1)．于是 ，在矩形域 上可形成双二次 B样条基为 

{B-( )目( )，一 2≤ ≤ M 一 1，一 2≤ J≤ N— 1) (3) 

函数 U可近似表示为 
一  1 

U≈∑ ∑ 鼠(。) ( ) (‘) 

式中：o 为与 ， 无关的待定系数。 

由(1)式 ．在 口域上显然有 
M -- 1 一 1 

“ =  ≈ ∑ ∑ 鼠( ) ( ) (5) 

考虑到 0 ，上式中可能有部分 鼠(z) ( )为零 ．如图 1中节点( )对应的 鼠(z)鼠( )
。 

所 以，式(5)中这些为零的 鼠( )岛( )项可以去掉。换句话说 ，n∈ (口)的基函数为 U∈ 

C ( )的基函数的子集，即 n∈C (0)的基为 

http://www.cqvip.com


重 度 大 学 学 报 

{B，( ) ( )，一 2／ i(i ，)／ 一 1，一 2／ J(j J)／ N ～ 1} (e) 

这里，，J分别表示对应于在0域为零的E(z)B ( )的 ，J的集合。我们将上述构造一般区域 

上的 B样条基的方法称作 B样条延拓法(B—spline Extension Method)。 

为便于书写和后面的公式推导，我们仍采用式(5)，并把 U表示为 

“≈∑ ∑aoB。(。)B ( )= ( )B ( )]@Ea．，] (7) 

其中：0 为形式积，它表示两同阶矩阵的对应元素分别相乘后所得各项再求总和f[ ]为待 

定系数矩阵： 

[B。(。)B ( )]具有和[A，]相同的形式。 

2 B样条有限元方程 

4一 j
．
D ⋯ ⋯  d—1．Ⅳ一1 

Ⅱ一 1．a ⋯ ⋯  4一I． 一- 

d*一l，O ⋯ ⋯  4 —I．N— 

1．设位 函数 1．t滑足 如 F定解 J可题 

f瓦,9 五8n)+ ,9 L 8n)一一f ∈。 

1 + =F (。≥o) ∈ 
l H： q ∈ F2 

式 中 ： F】+ Fz一 ， 

对(9)式进行有限元分析时，由于(7)式表示的 B样条插值函数的形式所限，在第一类 

边界上只能去逼近给定边界条件，而不能强加 为此，我们采用广义变分原理把所有边界条 

件吸收到变分方程中来。 

依据广义变分原理 ，与(9)式定解问题等价的广义变分问题为 

Ⅱ ， J『 +c争 ] +』 fl(+au~--ug 
- f ．F “一 d， min 【lD) 

2．将(7)式代表(1O)式的泛函得 ： 

Ⅱ ( )=』丁吉 {([ ( )B ( @[山]) +([B ) ( )]@[ ] 出d 
～ Ⅱ([B( )B( )]@ 山]) z 

+J， {专。([日 ) ( )]@[ ， ]) 一 B( )B ( )]@[也liar 
- I [ (z)B( )c。 +B( )B ( )sin日]@ ．，] 
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· ([B；( )B ( )] · ]一 )dF 

式中， 为边界外法线与 轴正向的夹角，如图 2所示 

圈 2 边界的外法线 图 3 边界单元的处理 

欲使泛函Ⅱ 达到极值，则(11)式中的待定系数aij(t一一2，一1．⋯⋯，M一1}J=～ 
2，一 l+⋯，N— 1)应由方程 

—

3
-

11"
一 0 ( 2，一 l，⋯ ．N — 1) (12) 

来确定。 

把式(11)代人式(】2)得如下线性方程组 

([ + [ ] )@ [̂ ]一 D + 
一  

( 一 一 2．一 l，⋯ ， — l；￡= 一 2，一 l，⋯ ，N 一 】) (13) 

其中 [(_ “一JJ [ ( )B ( )]臣( ) ( )+[ )鼻 ( )] ( )B；( ))d (1 ) 

肋 B．( )B ( )]风( ) (g)dr 

— l 1[ )B (y)cosO+B ( ) ( )sin ] ( )日( ’ 

十 [B．( ) ( )]·( )目( )co + 风0) ( )sin )}dr (1 5) 

t l，Br0) (g)dxdg (1 6) 
口 

_I，pgB,( 且(y)dr 
r 

—

l ‰( ( )日(g)cosO+B ( ) (y)sinO)dF (1 7) 

综合(13)式诸方程为矩阵形式 

[口] ]一 [P： (1 8) 

它即是求解(9)式定解问题的 B样条有限元方程。其中， ]为待定系数列矩阵 

L [口2．一：，口2．一，⋯+d：．～一】，口l，一z．Ⅱ一l
， 一 】．⋯ d 一 一 l，⋯  d— J． 一】．⋯ ，d 】． 一】] (19) 

]为(Ⅳ + 2)(‘v+ 2)阶系数矩阵．它 由(1 4)～ (15)式确定； ]为( +2)(Ⅳ+ 2)阶 

列矩 阵 ，它 由(1 6)～ (1 7)式 确定 。 

3 j：矩阵和[P 列阵元素的计算可按以下原则进行 ； 
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(1)因为B样条基是采用分段定义的 ，所以在计算(14)～ (17)式中的积分时，应在非零 

区域的每个矩形单元中分别进行。 

(2)当矩形单元内的面积分域为非规则域时 ，如图 3，在该域内可作三角形单元剖分，三 

角形单元上的面积分可采用局部坐标下的 Hammer积公式计算。 

(3)当矩形单元内的积分包含边界时，还应作线积分(见图 3)，对曲线边界可采用分段 

折线逼近或样条插值逼近 。 

(d)以上所有积分均采用高斯数值积分计算，选用三点高斯积分即可达到较高计算精 

度。 

4．应当着重指出： 

(1)从式(14)和式(15)可以看出，[B]矩阵具有对称性，而且由于引荦条的支集性质，仅 

当 It— kI< 3和 I J— 』< 3时，对应的矩阵元素才可能不为零，也就是说[明 矩阵中每行 

(或列)最多有 25个非零元素。因此[B]矩 阵是一个比较规则的对称带状稀疏矩阵。 

(2)在实际求解形如(18)式的 B样条有限元方程时，若存在 。 。它们满足： ∈，或f∈ 

J-(这里，，J与(6)式中的意义相同)则应从 ]中去掉相应的 ，并同时从[B]中划去对应 

于 m． 的行和列及从[P]中去掉对应 的列 。 

(3)由于广义变分的引入，不仅简化 了对第一类边界条件的处理 ，而且保证了经 (2)处 

理后的系数矩阵[B]的正定性。限于篇幅，此处不能给出证明过程。 

(d)由方程组(18)解出待定系数后，待求函数 “的数值解可由下式确定： 

当 ．≤ ≤ “ -和 “≤ ≤ ⋯ 时 

土  

u(z， )一 22 口一 ( )n( ) (20) 

由于二次B样条巩( )，B|( )的一阶导数是连续的，所以由此求得的场量在连续介质内 

能够保持其固有的连续性。 

3 计算实例与结果分析 

1．在直线 =土x／厂 和 一 3所围成的等边三角形中电位 满足泊松方程 

翥+翥一1 (21) 。 2 “ 
且在边界上为零，求 电位 及场强 。 

这一问题的解析解 为 

= 一 导(1一 ／3)(矿一 ／3) (22) 
考虑到场分布的对称性，今取 轴的上半部分作为计算场域 0，如图 d( )所示。用矩形 

正好包围场域 0，对 域沿 轴和 轴方向均进行 N等分网格剖分。如图 d(6)所示
。 
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。』 n 
1 - · · I - - - 。 

( [ ) 

(6) 

图 二维三角形区域中的场 

(a) 计算模型 (6) 计算区域的 B样条剖分 

用 举文方法计算出电位 ，场强 E及其 

分量 凡． ．图 5给出了用本文方法计算得到 

的总体相对误差与剖分数 Ⅳ的关系。随着剖 

分的加密．数值解十分迅速地逼近精确解。场 。 

量的 方向分量此 方向分量的精度低，这是 

因为场域沿 方向比沿 方向的剖分稀疏的 

缘 故 。 

2．记录磁头缝隙附近磁场的计算 

由图 6(n)所示的记录磁头可以看到，磁 

头的长度 ．宽度 和缝隙深度 d远大于磁头 

的缝 隙宽度 ，因此缝隙附近的磁场可以被 5 总体相对误差 

认为是二：维平面场。选取如图 6(6)所示的场域形状和边界条件来分析计算磁头缝隙附近的 

磁场 。 

( )实际模型 

唪 
～  叫 】／ 

磁 头 ～。亡 

D 

图 6 记录磁头 

(6)计算模型 

考虑到分析场域的对称性 ·以图6(6)中 轴的左半部分场域作为计算区域
，取矢量磁位 

分析 

对应的边值问题为 

一 
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f + 一0 
{ 一 吨r 

』 一0 
j l 

l A = l O0 

【 = 0 

∈ 0 

∈ ABD U BC 

∈ AB 

∈ DC 

(23) 

场域的几何尺寸取为：DC：g／2— 1um，BE,一6p．m，r一 8 m，口A— — g／2=7txm。现 

对计算区域 妇作一矩形域 R完全包围它，对 域进行 8×1 3非等距网格剖分，如图7所示。 

图8是按本文方法计算得到的磁头缝隙附近的磁场强度分布曲线。其中 日。为 点的磁 

场强度； 为缝隙宽度 

一  

< 

上 l 
／、＼J 『 — 。。 
f＼＼1 1 1 
＼ I 

O 

。 0． 

、 

、 0
． 

0 

图 7 区域的 B样条剖分 图 8 计算结果 

本文的计算结果与文献[5]给出的理论分析是一致的。这说明本文方法用于场量变化 

比较剧烈的电磁场问题仍是十分有效的。 

4 结 语 

本文首次提出了用矩形域上的B样条插值函数去逼近定义在该域内任意子域上的待求 

函数这一思想，并借助广义变分原理处理第一类边界条件，成功地建立了一般二维区域上的 

B样条有限元法。在实例计算中，这一方法剖分较灵活，节点数步，系数矩阵的特性有利于选 

择存贮量少，解算简便的算法。计算结果表明：该方法具有计算精度高，能保持场矢量应有的 

连续性及整体逼近性好等特点。这些都充分显示了本文提出的 B样条有限元法的实用价值。 
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