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摘 要 设 0是 中有界区域。 > l(：： 1．2，⋯。 )，本文撮求二阶拟线性椭圆边值 

问题 ： 

d 
“h ) ( “h )一 0 C---。 

I
．u一 0 C--- 

在各向异性 Sobolev空间Ⅳ (0)中有非平凡弱解的祭件。应用不具“高度”的山路；l理及各 

向异性 Sobolev空间Ⅳ{ (0)嵌入定理，证明了上述问题相应 的弱解存在定理。 
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ABSTRACT Let(2[ be a bounded domain．P，> 1( — l。2，⋯ ， )，this paper discussed 

the conditions of the Dirichlet problem for the quasflinear el~ptic equation 

五d ( 
， 。Du)一 ( ， 。， )一 o ∈ 。 

LⅡ一 0 z ∈ 

which posse~es a nontdvial weak solution in H } )( )．Applying the mountain pass lemma without 

height and using the embedding theorem for the arfisotropic Sobolev space } )(0)，it proved the 

existence of a nontrivial weak so~tion for the abow ；problem． 

KEY WORDS quasilinear elliptic equation／nontrivial weak solution#anisotropic Sobolev 
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0 引 言 

设 臼为 中的有界区域 。F．Pacella和 M．Tricadeo： 最早在 }2)(臼)中讨论了泛函，( ) 

= l F( ．“，Du)dx．给出了，在Ⅳ} 、(g)中存在非平凡临界点的条件。我们知道，，在 }2 (口) 

中的临界点是拟线性椭圆方程边值问题 

，Du)一 Ⅲ  一 0 口 ⋯  
d (J J 

L 一 O ∈ 

在 (口)中的弱解。后来，沈尧天先生在文 中讨论了在稍广一些的各 向同性 Sobolev空间 

帚}p)中的相应问题．得到问题(1)在 } )(0)中存在弱解的条件。同时，陆文端先生在文 

中就 F(z． ， )一A(z，g)一G( ， )独立地探求了问题(1)在各向异性Sobolev空间 { (口) 

中有非平凡解的条件。应用原始山路引理及他 0年代末在苏联建立的各间异性 Sobolev空 

间嵌入定理．得到问题(1)在 )(口)中的非平凡弱解的存在性。与前述工作不同的是，本文 

的方法是基于文 中的山路引理的推广一我们形象地称之为不具“高度”山路引理，从而放 

宽了F(xIfj．。)在 “一 0附近的限制(详见注 2)。这是本文的主要工作。应该指出，侯川泽-4]也 

讨论了本文的问题，他的讨论基于山路引理的另一种推广(见文Ez])，得到了相当一般的结 

果 ，但他对 F( ， ，o)在 一 0附近的限制较本文强 (详见注2) 

1 预备及主要结果 

设 0是 中有界区域 ，F：百×月× 。不妨设 F(z，0，O)三 0，否则 ，我们可用 F(z， 

“，口)一F(z，0，O)代替原来的 F(z． ．g)。 

设 ：> ( 一 ，。·⋯， )， 一 Ma xp-·以 表示A的共轭数，即音+言一 a本文均用 
”表示共轭 。命 

一 骞去 一{ 。一。 cz 
本文将采用 ( ， ，g)表示偏导数蠹 ( ， ，g)，盖 -( ， ，g)表示复合偏导数。用 ll表 

空间 w (0)的范数 ，ll·1 表空间 L，(0)的范数 。除个别地方外，本文均用同一字母 表不 

同的常数，在同一式 中亦如此。 

下面简要介绍各向异性 Sobolev空间 { (0)及其嵌入定理，详见 2]。 

口中有紧支集的连续可微函数集合 (口)关于范数IMI ∑ “IÎ的完备化记为 

w (0)·称为各向异性 Sobolev空间。当 一 _ ．．·一 — 时， 、(0)即为各向异性 

Sobolev空间 (g) 

定理 1 (嵌入定理)： 如果 ∈ }̂ (口)。则对任意正数 < 如(舢由(2)式定义)，均有 
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∈Lg(。)，此时嵌入算子 ：I} (口)一 (。)是连续紧致的，且有 

I ≤ cll~ll (3) 

推论l⋯ 如果 ∈ j (。)，则对任意正数 < 。，成立 

II ≤ 9。∑ 
其中 s由(2)式定义。 

以上结果是陆文端先生 5O年代末在苏联作出的，它们及其推广均收录于[2] 

下面是对 F的一般假设： 

(F1) j’( ， ，g)关于 z可测 ，关于 ，g一阶连续可微 ； 

(F2) (结构性条件) (zmg)1≤c∑ +̂c 4- ( ) ( ) 

( ，g)I≤C∑ ／ +c + (z) 

(6)其中常数 > 0， ∈ L' (0)， (z)∈ LJ。， ∈ (1，舢)，i= 1，2，⋯， ； 

(F3) (强椭圆性条件) 对任意 g， ∈ ，z∈ ， ， ∈R 

(F。(z， ，g)一 0， ，；))(g．一 )≥  ̂Iq— l (7) 

此处 > 0是常数， (z，0，0)一 0； 
r 1 

(F4) ， 1 0，缸，衄) 出≥ F．(z， ，q)q。 (8) 
J u 

r l 

且存在常数 > 及常数 R 岛 > 0使 F．( ，缸，衄)仲d ≥ (z，“，g)Ⅱ (9) 

对于 ≥ R ， ≥ R 成立 ； 

(F5) 设lira—F( m o)／ 一口( )对 z一致成立 ，且 口( )< Ĵ4 船／ 。，其中A 表 

示(4)中最优常数； 

(F6) 存在凸函数 ：R— R，使得 一 

F(z， ，目)≤C (：∑1 l +l )一 (I I)+ (1o) 
● 

其中C > 0，“。∈ [ )且lim 一+ 。。对 v z> 0成立。 

本文的主要结果是下面的 

定理 2 设 F(x““目)满足(E1) (F6)，则问题(1)在 Ⅳj )(口)冲有非平凡弱解。 

这个结果的证明基于： 

定理 3(不具“高度”山路引理)口 设 是实 Banach空间，，∈ (口，矗)，满足(尸 )条件。 

z ∈ ，口是含 z0的开邻域 ，记 

cl= max{，( )，，( ))，C0一 infl0) 

(11) 

C= inf ma,x，(̂ (￡)) 
∈̂， c∈[0-l、 

此处 ，，为连接 的连续路径之集合。如果 ％≥ c ，则有 一 忙。，z )≠ ，其中 一 {z 

∈ l，(z)= “ ( )= 0) 

j 

F 
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2 主要结果的证明 

问题(1)对应的泛函为 ，( )=I F(z． ．Du)dx (1 2) 
J 

记 F—Wl (口)．我们把证明分成几个引理来完成。 

引理 l 若 F( ，“．g)满足(F1)、(F2)，则 ，E C ( ， )，且对 V ∈ ．成立 
r 

， (“) =1 EF．( ，“，Du)D cp+F ( ，“．DⅡ) ]d (1 3) 

证明：仿文[1 引理l一2．略去 

引理2 若条件 (／71)-- (F4)成立，则(12)式定义的泛函 ，满足(P8)条件 。 

证明： 设序列 )[ E，『，( )『≤ M(k= l，2，⋯)且， ( )一 0．下证 在 E中有强 

收敛的子列。 

由，’( )一 0，不妨假设 ( )I≤ I，从而有 

在此式中取 ：m．于是有 

，(“ ) 0≤ 0 对 V E E 

，( )～ ，(地) ≤ 十 【I (14) 

[n，( ． ．Du )一 F．( ． ．DuI)Diu±一尸 0． ．Du ) ]血 

。 

+ 

—  

一( ， tDuk)D 一 F。0。诹．m±) 1dx 

=  

。 

i

． 

) 一 d 

+( I。 )帅m 

+I／：E F ( 。‰，￡砜) 一 ( 。 。m ) d 

c 一 』。 c m．m m圳 
一 『clu (f J+IF,( 

c 一 )』。∑ 一c 
根据(14)，我们得到 + ≥6∑l ii；：一C (1 5) 

此处6 ( 一lj>0(因为 > )。由上式我们将推出 )在F中的有界性。事实上。若 
)在 E中无界，不妨设 !I≥ l， {I一 。。(这可经取子列来实现)．令 

0 一以· = f ·研=
∑

M i
—

n

】
(∑ _)>。 (16) 

0 

则有 ： dm ， ≥ l， 一 。c， m I ： 』一 l (1 71 
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根据(15)一t1 ) 上 ≥ ∑ lIDm 一c≥ 畦 Min(∑外)一 —m砸{·一c 
：≥ 0 

其中 ．= min > i 可见上式对充分大的 是不成立的 这就证明了序列 m)在 中之有 

界性 。 

设 I≤ M( = i，2，⋯)，由定理 i知．{“ )在 (口)中有强收敛的子列 ，记为 自身。又 

从 ， ( )一 0知：对 V ∈ ，成立 

I [F 0。 ，Du )D． — ( ， ，Du ) )=。(1)II I- (18) 

让 (1 8) --(18) ，并令 — 一 则有 

+，2一I[F ，“ ．Du，)一 ， ，砒 )( “ 一D,u ) 

+f[ 0． ，m．)一 ( ， ．D )]( 一 )d (19) 

=o(1)II 一 

根据 Holder不等式 

I I≤J。I 一 I d )÷ 。I ( ， ， I 出) +9。I ( ， · ) d ) ] 
由(F2)、定理l及 ll≤ M，我们有 

f (x．uj) )I 出≤ 。∑Io, I + i d +』。I I 出≤c 
上面最后一式用到定理 l及 }之有界性 。 

注意到 ， ≥ 一 从(19)式得到 Ilu 一 ≤ 。(1) 一 “。0+ 一 

由此知 。 一mll一 0，这表明 )在 中有强收敛的子序列，从而 ，满足(P )条件。 

引理 3 设 F(z， ，g)满足(F )，( s)，则存在 P> 0，使 ， ≥ 0，此处 B = { ∈ i I 

≤ P) 

证明： 根据lira— F( o)iI“ 一Ⅱ( )．对任意给定的 n∈ ，“≠ 0，成立 

lira F( ，8l』，0)／ ”一一 日0)I 

根据 Lebesgue控制收敛定理及定理1 

』。e ’ (X~u．O)出=一』。 ( )I I a >一f。 “I 

可见一当￡>。充分小时，我们有 j。 ( · ，o)出>一J。 ，引 I Fd 
因此，对充分小 > 0， S(eu)一l F(z． ，eDu)d 

J J。 (x)eu,teOu)D·(en)dt~r+J m0)dr 

≥ f∑ 1 ( -I 

≥ ∑I n( )I 一判∑ID,( ≥o 
上面倒数第二步用到了推论 1。所以．对任意 “∈ ， ≠ 0，令 I1~1i=P> 0，当 P充分小时 ， 

，(“)一 l(P·“川HII)≥ 0 
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汪l：引理3是本文最主要工作 看利 用原 始山路 引理 ，需要 ≥ > 0，这就 要求 把条 

件( )加强为 ；存在 ％> 0，使 n( )+ < i 氖 n( )， ( 同( 5)定义(详见文[ ])。 

引理 4 若条件( 6)成立，则存在 e苦B ，使 (e)< 0。 

证明： 对 ，∈ ·II II一]，因为 是凸函数，所以J。 (』“I)d ≥ J I“I)d J 
对：于二任意参数 > 0，我们有 

l(Am,)_-j。F(z ̂ 。， D 。)d 

( ∑ I + I‰ )-t (̂ )+ 
一  、 ∑ 一 』。I。 I 一a。+』 i 。I一。a 一 。I 。Ia )+c 

。I —r 4 
注意到 ≥ 及

、
nm ( )～ ，对 v > 0。从而可知，limt(Au。)～ ，故可 

取 e— R 日> 0充分大。 

定理 2的证明：注意到 (O)一0，引理 l一4表明 满足定理 3的全部条件，定理2获证。 

注 2：(1 J陆文端先生在文[1]中讨论了特殊情形 F(x㈣ g)一 4( ，g)一 0( ，“)．不难验 

证 A G满足[1：中条件时，F满足本文的条件。 

(!)文[]一对 G(z “)的第 3条假设为 

( 3) 在 “一 0处 ， (T，“) 

( 3) limg0，“)／ 

o( “ )对 z一致成立。应用本文结果 ，此条件可减弱为 

( )关于 z一致成 立 且 

n( )<詈’ 4 船 (由(F5)推出) 
若应用文[4j ( 3)只能减弱为 

( l
⋯
img( ， )／I I⋯  =。(z)关于 一致成立，且存在 > 0，使 ( )+ < ． 
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