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摘 要 1 论 了由研究静皂势导出的高维 Poisson—Boltzman方程 的径 向解一这种静 电蛰 

是由一位干无芽 电介质甲的荇电翔曲面产生的静电场；’起的，证1月了解的存在唯一性，并 

且 给 出7解 约新近1_告 。 

关键词j皇旦堡； 垄Poisson-Boltzman方程；存在唯一性 重堕 
中国图书资料分类法分类号 O175．2 

瞧  
ABSTRAC1’ m s paper discusses the higher dimensional Poisson—Boltzman equaffon resulting 

from ~udying the behavior of the electrostatic potential outside of a changed closed surface which 

contains in an infinitely large raservoir of electrolyte，proves the existeness and unlqneues,s for the 

solution of the equa6on，and gives the asymptotic estimate for the solution as wel1． 

KEY W ORDS radial solution．N—dimensional Poisson—Boltzman equation，existeneS,s and u— 

niqueness．asymptotic estimate． 

0 引 言 

设 是位于一无穷大电介质中的带电闭壳体 ，因此， 上的电荷在 以外的电介质中将 

产生出一个静电场 ，现要决定这个静电场中每一点的静电势。 

在建立适当的坐标系后．令 ≯( )为 点的电势，p+，P 分别表示介质中正．负离子的密 

度，则 由 ]， 满足下面的 Polsson方程 

△ p一 一 (p+一 p-) 

其中 为电子的基本电量，D为介质的介电常数。 

当达到热力学平衡状态时，还有下面的 Boltzman关系 

一 exp(一 ≯／n) 

P 一 exp( ／ ) 
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其中．N 为中性电介质的离子浓度 ， 为 Boltzman常数，T为绝对温度，这样 ，我们可以得下 

面 的 Poisson—Boltzman方程 

△ =等(exp(嚣)一exp(一嚣)) (1) 
现令 = ，然后对 自变量进行适当的伸缩变换 ，可得(1)变为 

△ = sku (2) 

若 是一柱面，以 s的某个横切圆的圆心为原点建立柱面坐标系(r， ．=)．假设 上的电 

荷分布是均匀的，因此 ，p(r， ．=)只与 有关，而与 ，z无关．这时有边界条件 

l =一 · >0为常数 
以及 (o。)= 0 

所以，要决定 ，只需解下面的问题 ，(设柱面园的半径为 。> 0) 

l ’+ 一 
{ (Ⅱ)：一 >0 (3) 
I 
l (o。)= 0 

Krzwicki和 Nadzieja 将 shu换成一般严格单增函数 ，( )，讨论了上述 问题解的存在唯 
一

性及解的渐近性质 ，问题(3)实际上是二维的Poisson—Boltzman方程．本文将在一般的空间 

讨论相应的 Poisson—Bolizyrmn方程的径向解，将r 的存在唯一性定理推广到高维情形 ，并且 

也得到了相应的解的渐近估计 ，这样的推广有很强的物理背景 ，例如 N =3时，表示要决定 

带电球面在 电介质中产生的静电势，其它背景将在文末的注记 中加以说明 ，需要指出的是 ， 

本文所提出的解均指经典解。 I 

1 解的存在唯一性 

考虑 N维 Poisson—Bolizyrmn方程 

△ 一 shu 

的径向解，这时方程为 

’+ [(Lv一 1)／r] = shu 

为此 ，我们考虑更一般的问题 

f + [(Ⅳ一 1) ] ‘= ， ) 

0)一一 n> 0， > 0均为常数 

【“(。。)一0 

其中f∈c 为单调不减函数 ，且 ，(0)= 0， (0)> 0 

1·1 定理1 问题 (4)存在唯一的解 

为证明上述定理 ，V c∈ (一 o。，+ 。。)．先考虑下面的初值问题 

f + “ ： ) 
J (4) 
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由常微分方程初值问题的标准理论知 ，存在 [ ，。 )使(4)c在[ ， )上存在唯一的解 ，记为 

(r)且 ( )连续依赖于初值 c．令 

∞ ： Supo 

即 ‰( )在 ． )上为(4)c的饱和解。 

关于 r)，有下面的结论 ： 

1．】I 命题 l 若 (r)> 0，V 6-[ ，‰)．则必有下列之一成立 ： 

① 存在 > O，使 (r)≥ 。，V r C- ． ) 

( 1i m c )一 0，这 时 “ 一+ oo 
— J 

证明 由于 ，r(0)> 0，所以，( )> 0．V ∈ (0，+ 。。)，这样， (r)在[Ⅱ，咄)上至多 

只有一个驻点．因为若不然 ．存在 r ∈ ， )，(r < )．使 

c(rI)一  )一 0 

将 (4)c中方程两边同乘 一．然后在[ T2]上积分，得 

—  一。“ (r 2)一 r 一 (r1) 

(5) 

矛盾，现用反证法证明命题 ，若命题l不真 ，这时 ‰( )在[ ，“)上不是单调下降的，否则由于 

① 不真 ，必有 lim％(r)一 0．这与 ② 不真矛盾，因而 ，必存在 ∈ ( ，4)，使得 ‰( )< 

(r )．由于 如)< 0，取 

】 <  

必有 ∈ )，使 ( )一 ( )，且 ( )一0，再由① 不真，所以在(T2 )上存在 

使得 

‰( )< (r0)< ( 2) 

这样 ，在( n)中必有 ( )的一个驻点 ，．显然 ≠ m 这与 ( )至多只有一个驻点矛盾
。 

若 ① 不真，这时必有 ( 一 0)一 0，所以 ( 一 o)存在且有限，因此 ，由饱和解的充 

要条 件知 ．1__J_==+ 。。 

1．1．2 命题 2 若存在 6-[ ．“)使 

( )< 0 

则 (r)严格单调下降。 

证明 仿[1]中( )，略 。 

l-1．3 命题 3 对于充分大的 c，有 

(r)> l， V E- ， ) 

证明 在 (5)式中令 — r 一Ⅱ．得 

”一 一-击 一- ㈤ (6) 
若结论不真，即存在 {c )，使 

1< c J< < ⋯ ⋯ 

且 ct一 。。，当 一 。。时，且有 )，r。E-[ ，‰)，使 ( )< 1，因此
，V ，由于 (4)一 > 1， 

故存在 ∈ [ ，“)，使 
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Ⅱ ( ．)一 l 且 (r )> 1，V r∈ [ ) 

这样 必有 (r )≤ 0，V 

为方便 ，以下记 u 一 

由t6)，得 
r 

一  

( )一一 十j 8N--L，(崛 ))ds 

然后令 = 并在 ，r．)上积分 ，得 

．
(； )一 “ )一 (1v — l Ⅳ m( ) 

即 

一 一 II,o~-L +』 J： ，( 。(s))ds 

⋯+f：。aj：s 

固而必有 

．

> 生二_l1十 

叉由(6) 

一 若+ 。：'8,~--i as 
声 一 十 i ’—1 一 ～ ．，(1) ； 口 

利用(8)知，当 充分大时． 可充分大 ，这时由上式·有 

H ( ．)> 0 

这与 L7)矛盾，围而命题成立 

由(6)可得 

r c千尚 士 
因此，利用命题 1，容易碍到 

1．1．4 命题4 若 ( )> 0，V 

或者 

fⅣ一2)r 一 +』： ：s 

r∈ ， )，则 

( )÷ 0 

(r)一十 oo 当 一 “时 

f7) 

(8) 

，(％(s))dz (9) 

证明 由命题l知 ，只需证明命题l中①蕴含 (r)一 oo，当 一 “时， 

事实上，设 为命题 1中 ① 的常数-分两种情况证明： 

1)m 一 。。，这时，由于 f( (r))≥ ，( )> 0由(9)式，有 

)≥c一 + 

一  蔓 
2N 。 

Ⅳ 一 2 

(Ⅳ 一 2) 

a 一 l 

(Ar一 2) 

f(a)a 

2 

+，ca)』： 
+而  2 + c 。‘Ⅳ( 一 )一卅 。 

』f! 
N(Ⅳ 一 2) 

≥ > 

一 

+ 

C 

一 

一 
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故当 — m 一 。。时， ( )一 。c。 

2) ∞< 。。．此时，由 的定义，当 一 “时， ( )和 ( )至少有一个趋于无穷，若是 

前者 ，则命题得证 ．若 一 时m( )有界 ，则 f(u (r))有界，不妨令 

f(u ( )≤ M 

则由(5)有 

(r)≤ +÷ 

故当 — m< 。。时m ( )亦有界．这与 “的定义矛盾 ．固而命题得证 

利用命题 2，可得 

1 1．5 命题 5 若存在 ∈ [口m )，使 (r)< 0，则 

． ( )一 一 。。．当 一 4 时 ． 

1．1．6 命题6 若 c <c2，则 

C2一 cj≤ ％20)一 1 ) 

V ∈ ，峨 )n 。 ] 

证明 首先 ，由常微分方程组的比较原理(例如见 )知，V c > 有 (r)≥ (r)。 

V r∈ (d，raini山 ∞_ ))．又由(9)．V i一 】，2．及 V ∈ 0，min{ ，． ))，有 

忙 一 + +』：判if( as 
因而 ， 

∽～ ∽ 一+』： )) ㈤ 
≥ cz— c 

命题详证。 

1+1．7 定理】的证明 令 

= 如 ∈ (一 。。，+ 。。) ( ) 一 。。，当 许 时 ) 

由命题3，命题5及命题6，存在 。∈ (0．+ 。c)，使得 c。=supc且 

= (一 oo。c0) 

我们断言 ( 1即为( )的解 ．分三种情况 ； 

1)V ∈ ． )，有 (r)> 0 

这时 ·根据命题 1，或者 4。=+ 。。，且1jm ( )=O，从而 是( )的解}或者 ，存在 。> 

0使 ( )≥ n，V ∈ [ ，“)。但由命题 。当属后者时，有lim ( )一+。。．因此 ，根据解对 
一  

参数的连续性定理，存在 c< CO，使％( )不是单调下降的，而这与命题 2矛盾，所以后者不出 

现。 

2)存在 ∈ ． )，使％ ( )< 0 

根据命题 5，这时有 (r)⋯ ，因此根据解对参数的连续依赖性。存在 > 0，使 

∈ ( 岛d- )，有 (f)< 0，从而。再利用命题5。得 

limu ( )= ～ 。。 
～  

这样·我们得到 ∈ ·这与 ： Pc矛盾，所以·这种情况不会发生。 
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3)V E ． )+有 )≥ 0．且存在 E 0， )使 ( )= 0。 

这时 ．‰ ( )在 =f处达到最小值，所以 ( )：0，因此 ，根据解的存在唯一性定理 ，在 

．“ )上有 ( )= 0，从而 是 (4)的解 ．这时 =+ 。。． 

综上所述．我们证明了 (r)为( )的解。 

下证唯一性，若 ( )为(4)的另一个解+则存在 > co， (r)为( ) 的解，由命题6 

0< CO— CO≤ _n(r)一 (r) 

令 一+ c ，右边为零，矛盾，所以 0)为({)的唯一解。 

2 解的渐近估计 

2．1 引理 设 9( )：(Ⅱ +。。)一R为连续函数 ．并且 

f～ (枷 <。。 

^为一正实数+则存在 E c (。．+oo)，满足 

一

( + 9)u= 0 

且 )～ 堕 ～ p(一 ) 

(，)～ 堕 ～exp( ) 

利用上述引理 ，可得 

2-2 定理2 设 ( )为(4)的解 ，则 

)～ p(一 ) 

其 中 ： ， (0) 

证明 令 一 r ．则 

(1、 

(N 一 

—

-

—

3) 4
- (Ⅳ一 lh等 

r与 + r一与 ( 一 1) 

由于 为(4)的解 ．所以 

因而 

故 

其 中 

由命题1的征明知 

+ 一 ) 

(Ⅳ 一 1) + r = 一‘，( ) 

+ ，一 一- ) ———— ——一  十 ‘ ’ ‘，t ) 

一

( 4-9( ))口： 0 

一 一 + (N 一 1)(N 

(1 0) 

一 
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(r)≤ 0 V ∈ ，+ 。。) 

所以 由(日) 

f(u(s))d8≤ 一 

由假设，，∈ C 且 ，(o)一 ，，t 0)= 0
， 由 T丑y1。f展式有 

，(z)一，(0)+，’(0) + 姜 +o( ) 

一 +掣 一+0( ) 
因为 ( )一 o-t-，所以，当 充分大时

，有 

等 )<， 0)) 
以 殛 

￡ 
一  I< ) 

其中 为一正常数，固此．当 充分大 量时 

∽ 出 f (Ⅳ～ 1)( 

一 Z'Id*+ 

4r= 

(N — 1)(Ⅳ 

4 

～ ～ + ∽  

≤ 十(等) 一一， ( )) <。。 
因而，由引理知 

(r)～ clexp(Ar)+ exp(一 ) 

由于 当 R充分大时 

( ) ：hr ) J ：r )dr 

≤ m ㈤ ) < 。。 

所 以 c = 0，故 

即 

所以定理成立。 

3 推广和注记 

利用类似的方法可以讨论 

(r)～ exp(～ ) 

“一)～ 一 T exp(一 1 
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+ 

“‘(口) 

【“(。。)一 0 

> 0为常数 ，可以证明存在唯一性 ，且这时的渐近估计为 

(r)～ r iA exp(一 ) 

高维 Po6sson—Boltzman方程的广义形式．即(3)中的方程，以及它们的一般形式 

△ “一 ，(“) 

出现在较多的物理邻域中，如相变换 ．核物理固体波以及近年来的人 口遗传学中，例如令 

f(u)一 一 “ > ] 

这时方程描述了 Van der Waals流体在所考虑的区域中压力强度的分布。 

关于其它定解条件的研究有很多(如 )。 
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