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回归估计均方误差的重要特性及其应用 

THE IMPORTANT PROPERTIES OF MEAN SQUARED ERROR 

OF RIDGE REGRESSION ESTIMA FOR AND IT'S APPLICATIONS 

何 中 市 何 良 材 

He Zhongc．hi He Liangcai 

(重庆大学系统工程及应用数学系) 
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摘 要 通进深入分析单参数岭估计 (k)的均方误差MSE(b(k))．得到了它的一^重 

要特性。并把较优均方最差的存在苑固 由(0．[J2／椰  ]扩大到(0，2 ，／ ]；同时，还得y-0 

了较优均方误差的另一不可替代的存在范围(0，2 mi~+k．／(瑚 ．一 一 !))；以疑最优均方误差 

的存在范围[ ／附 ／m。 ]。并结台要际间题．给 出了岭参数k值选取的_算法实俐。 
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ABSTRACT An important property of mean squared error of ridge regression estimator is ob— 

mined with an analysis of MSE (B(k)) to rhe ridge regression estimator口(k)of pa rameter vecter· 

and the range of a better MSE is expanded from(0．fI2／max ]to (0，2 ／'max ]．Meanwhile，an— 
i i 

other range of smaller mean square error that can t be  replaced is proposed and the interval of the 

minimum MSE value of k，仃。／max~z，Ⅱ。mino~e]is acquired．Finally．a practical example is presented 

with algorithm for choosing the ridge parameter k value． 

KEY W ORDS ridge regression estimator；mean sguare error；property；ridge parameter：M SE 

optima1． 

0 引 言 

二年 的事实证明，岭回归分析，在理论上 ，它是对回归分析的丰富和发 展．在实际应用 ， 

中，它无疑是重要的一种有偏估计 。对于岭估计．根本问题在于岭参数(单参数 k或参数矩 

阵 K)的选取 在单参数岭估计中，统计工作者们根据均方误差 (Mean Square Error，菏记为 。 

MSE)准则 ，提出了l0余 k值选取方法。 

均方误差准刚：使 的均方误差 ． 

· 收文 日期 l991一lO—l5 
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达到昂小 其中 F为 F的一个估计 

由于岭估计 (k)的均方误差MSR(~(k))是 “， ，k的复杂函数，所 ．现有的l 0采种 k 

值选取方法则是侧面考虑 了  ̂ (B(k))的某此特性或从某种角度的合理性而言提出来的a 

事实上 ．目前 ．尚没有能使人们信服的 k值选取方法 。为此 ，k值选取对于统计工作者仍然具 

有很大的 吸引力。 

鉴于此，本文作者在深入分析 Ⅳ ( (k))的函数关系基础上，提出了均方误差的重要 

特性 ，并将较优均方误差的存在范围由(0， 。／max ]。 扩大了一倍，达到(0，2e ／max“f]，同 

时还给出了较忧均方误差另一不可替代的存在范围：(O，20。minZ-／(max ． 一c ))，并指出了 

最陇均方误差能也只可能在[o ／max ．u ／rain ]上达到。 

1 岭估计自勺均方误差 

对线性模型 

其典则形式为 

Y — X + c ， Ec一 0，COV(c)= 。T 

Y — Z“ 一 (2) 

其 中： 

z-二XP ， 一P ，P =( “坤，)， 一， 为x x相应于其特征根 h≥ ．2≥⋯≥ ． > 

O的规范他正交特征向量。 

占一^一 z，Y， 占( ) (̂ +kJ) z，Y 

分别为(2)式中“的最小二乘估计(LSE)和岭估计(RE) 其中 t=dla~( ． ，⋯． ) 

：Jl。占， 声(k)一P一 (k) 

分别为(1)式中 的 LSE和 RE。则 ． (k)的均方误差分别为： 

为了方 便 ．记 

MsE( ) 刚 一all ∑l／ 
I— I 

ⅣsF( (k)) 引} (k)一 allz一 引j (k)一 “ 

一  (A( t+ k1)一 一 I] “+ tr[ZA 2-k1)_’Z] 

， ， 

= ∑k 砰／(|n—k)。+ ∑ ／( +k) 

∑( +k z )／( +k) 

(3) 
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则 

， ‘ 

It(k)一MsE(声(k))=∑()-u +k )／(，-+k) 
I— J 

Ⅳ(0)一MSE(~(0))一 ( ) 

(d) 

(5) 

对于均方误差 H(k)有如下性质 ： 

(T．M．Theobabl提 出“ ： 

引理l 当0<k<2o ／a 时，有 

M ( (k))< MSE( ) ． 

其给出的证明过程甚繁。 

A． ．脚 ￡和 尺．w ．n  n r 提 出 

引理2 当O<k<o ／max“f时，有 

MS'E(口(k))< MSE( ) 

同时，本文作者之一的何良材利用分析方法简要证明了此性质 。 

对于 上性质 ．在本文作者给出以下重要性质及其应用之后 ，引理1，引理2仅是其一种 

特殊情形或其简单推论。 

2 均方误差的重要特性 

即 

引理3。对于 (k)的均方误差 H(k)有 

1) 0≤k≤ ／m 时，H(k)严格单凋减 
I 

2) k> ／m抽矸时．H(k)严格单调增 

3) H(0)一。：∑1／ ， H(+。c) 

证明 ：由( )式可得 

一  砉c 驯ĉ 
， 

∑[2̂／(̂+ ) )·( 一口 ) 

f< o，若 d 

【> o，若 。 

1) 当O<k<o ／ l 时 ，有 k一 <O，i—i，⋯．P， 

< o 

／  

∑ 

a 

∑ 

l  l  
一 一 

0  O  
< > 

口 口 
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所以 H(k)随 k严格单调递减 

2) 当 k>盯2／rain 时，有 k一 >0，i=1，⋯，P 

即 ar k > 0 

所以 H(k)随 k严格单调递增。 

3) 由(d)式 

a) 令 k=0得 H(0)=MSE( (0))一 i／>． 

nc+。。 熙者等 一耋 
由此可以推出，关于最优均方误差有以下结论 

推论l 设 H(k )~ml P*H(k)，则 ’ 

E ／max ， ／mina,z] 

证明。由引理3有 

1) 当0≤k<o ／r舢 时 ，H(k)>H(u ／m∞ )成立 
● I 

2) 当 k> ，mtn 时，H(k)>H(o ／m州 )成立。由此可得 

( )一 rain ( )= rain ( ) 
。

—  《 —乞 
⋯  

还可以看出，若 一af时，i=1，⋯，P，则 

=  ／max 一 。／rain 

即 可在C ／m ， ／m
．

1n )的两个端点处取得 。 

定理l 设 Ⅱ≠0，令 kp一Ⅱ ／M ，V dE(0，1)，k =kp(1--d)，ku=k (1-}-d)，则 

证明：由(d)式可得 

( )> (屯) 

， 

(岛)=∑[(̂ +砰a )／(̂ +m)z) 
l— i 

， 

H(k．)=∑[( + a )／(̂+屯)。) 
l— l 

证 毕 

证 毕 
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令 

则 

由 

有 

A． ( 一 砰d )( _- ．) 一 f̂ + )( 十 ，) 

， 

( ．)一tt(k．)一∑A,／CO,+ ．) ( 上 ) ] 
l一 1 

一一 k，(1一 d)， ．一 ，(1+ ) 

A 一 ：(̂ + 。)。一 (̂ 一 ) ]+ C(k ̂ + 。)2一 ( ．̂ + ．k．) ] 

一 口̂。[2f̂ + ，)·2dk，]+ d [(2̂  ，十 2(1一 d ) ，)(一 2dk， )j 

— d̂ ，f)- (̂ -- ) + Ĵ d [(一 )(ĵ+ ，) 一 砖 ] 

一 d̂  ，( 下 ，)(or 一 ， ) + { 

> O． ，> O， 一 ， ≥ 0， 一 1．．．·． ， > O 

≥0 且∑A >0 

否则．由∑Ai o得Ai—o，这与Ⅱ≠o矛盾。 
_‘ I 

由(6)式得 

即 

3 应 用 

即 

( ．)一 (k．)> 0 

【 r)>  ( ．) 

利用以上重要性质·可 将较优均方误差的存在范围扩大一倍，即有 

定理2 当O<k≤2 ／Ⅲ 时，有 H(k)<H(O) 

MSE<~<k))< MSIf(I3) 

证明：记 k ／Ⅲz ，则 

(1) 当0<k≤k 时，由引理3知(7)式成立 

r6) 

证毕 

(7) 
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(2) 当 k <k≤2k 时 ，有 

由定理】得到 

0< 一 ，≤ 

d一 ( 一 ，)／ ，．显然 d∈ (0．1] 

Ⅳ( )一 tl(t，H-( ，))一 Ⅳ ( ，+ ，) 

一  ( 。)< (I-)一 Ⅳ ( ，一 ，) 

一 1I( ，一 ( 一 k．))一 Ⅳ (2 ) 

雨由 kp<k≤2k 知 O≤2k 一一k<k 

再结台(1)式知 H(2k --k)≤H(0) 

结 台(8)式亦得证f7)式成立。 
口 

由定理J，因 ≤∑矸一 ，故 

2口 ／maxr~≥ 2。 ／ “，从而有 

推论2 当O<k≤2o ／ 

“时．有 H(k)<H(0) 

定理3 若O<k<Za lH ／(  ̂一 )，则 玎(1)< (0)．即有 
‘ ‘ 

( ) 

即 

证明：由0< <2n ·min)．／(maxku,~一 ) 得 

·max)．~a}一 斯  < 2 rain& 

^ < + 2u 上． 一 1，⋯ ， 

( )=∑(̂ ～ )／(̂+ ) 

(8) 

证毕 

(9) 

(1 0) 
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， 

∑( + ·̂ )／[̂(̂+ ) ] 

， 

<∑[ 。+ ·(／~-a。+2o： )]／[̂(̂+ )。] 

， 

∑ ／凡·(”+ ：+2舶 )／( + )。 
1一 l 

， 

∑ 。 一 (0) 
t一 1 

H( )< (0)成立 

max砰 ·rain砰 

注： m i ／(m 一 )= 。／m x ’ 五 

一  一·l可知 I既可能小于 ，亦可能大于l 

事实上，若 一̂ ， —l，⋯， ，则 

证 毕 

= ·max~,,V( l max 一 。)> l 
f - 

所以，定理2和定理3给出的较优均方误差存在范围．各有捭益，不可替代。 

以上关于均方误差的研究结果，有利于寻求 值选取新方法，有关此新方法及相关问 

题，作者在文献。 中作了具体研究。 

4 岭参数 值选取算法实例 

倒：发电量需求模型——影响发电量需求量的指标有；水泥产量．原煤产量。生铁产量 ， 

钢 材产量 ，化肥产量，棉纱产量等6个指标。限于客观 ，现收集了历史上l 2年某地的以上各指 

标的产量与发电量数据 (如表1，注；表l中的数据是在实际数量的基础上减去统计年内年平 

均值的整数部分)。求其发电量需求模型。 

表 l 原始数据(万吨) 
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续表1 

通过分析 ，我们建立发电量 与指标 ≈，⋯， 间的线性回归模型如下 

，一 l而 + + · ‘+ 几轧 + + r·+ 0 

结合给出的数据可得如下模型 

Y — X + 口 

其中 Y为1 2×1随机观．冽向量，X为1 2×6阶矩阵 ，B为6×l参数向量，e为l2×l随机误差 向 

量 

目(口)一 0． COV(P)一 ， 

现对模型参数向量 B进行估计。 

4．1 用 妇 法求设计阵 x的特征值和特征向量 如表2 

表 2 特征值及特征向量表 

有 X X=P IP，其中 P ( 1，恍’．．·， 6为正交矩阵， 

A — dia9( l，>2，⋯ ， e) 

http://www.cqvip.com
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可得 x。 的条件数(vo~ditiou u~mber)为 

c 一  

im

一  0 666 一 ⋯ > ㈣  jn ．2 ⋯  ⋯  

所以，我们认为设计矩阵呈较严重病态．亦即此填型具有较严重的共线性性 ．于是．最小二乘 

估计不受欢迎一为了得到较好的估计，我们采用岭回归估计对参数向量口进行估计。 

4．2 求 口的岭估计 

1) 求 a． 的最小二乘估计 ， 

由 一 A 。Z 】 一 一 一 P Y 

= P Ⅱ 

得 “一 (一 0．9235，1．2047。0．9364 

一 (1．2009，0．4．107，0．9288． 

0．3027，I．7048．一 2．1019) 

0．6848，0．1095．2．9726) 

2) 估计 一一 ／max“f 

由于 ·“}的真值不知 ，故此处分别用 ． 代替 a ，“f，则 -导 ，的估计值为 

，
一 ； ／max — 2．1079／(一 2．1 049)：一 0

． 4758 

其中 。= (y— 声)，(Y— x#／(n—p)一二2．1079 

3)岭参 数 的选取 

基于推论l和定理2(注，我们也可以基于推论l和定理3，方法与此相同)我们可选取 · 

满足： 

一  ㈨ =害 等 
ls．t．‘ ≤k≤2 

对此非线性规划问题，用～般的最优化方法如牛顿法．对分法，．．．⋯等即可求得其解
。 

此处，鉴于实际问题的满意解与理|仑上最优解的关系，本文将用等分法(8等分)求较优 

解——满意解·即计算出 取々区间 ‘ ，2k，] 端点和其内的各分点时的岭 r占计 (k)(或 

(k))和均方 误差 H(k)如表3 

其中 讥 “州 舭 =Ms咖 砉鲁等 
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表 3 岭估计 ( )及相应的均方误差 H( ) 

。 可8 -
， 訾‘ 等 萼 等kp 萼‘ 2 

2．j049—0．756l 0．700l—O 65l8—0 6097— 0 5727 D．5399— 0．5107— 0．4845—0 {609 

H(k) J 5．321l 6．5048 6．3735 6 2840 6．27{ 6 1826 6．1527 6 J 3 8 6 13】9 6
． 】330 

选取使 H(k)达到晟小的 k值作为岭参数 k ，即得； 

’
一 萼 ×0- 8=0 8 

d)求参数向量 的岭估计 (k ) 

(k‘)一 (一 0，8939，J，0619，0．6901，一 0+1504，0．6824，一 0．4 815) 

(k )一 五(k ) 

= (0．2683-一 0．4860，0．4558．0，145l，0．0097 1．1290)' 

此时均方误差 H(k)为6-1 319，较最小二乘估计 的均方误差 H(0)一15，3241~ -T1．5倍
。 

所以 ，所求发电量需求模型为 

一 0·2683z~一 0，4860x2 0．4558~3 0．1 451zt+ 0，0097 5+ 1
． 129 
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