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摘 要 分析了岩石、混凝土和陶瓷等一类材料的3点弯曲圃粱在断裂测试中可能出现 

的“回跳一失德行为。即一种突变现象。对这种试样提 出了一个不同-：3点弯曲矩形截面梁的 

失稳条件。 v 

关键词 墨 堑型力学 皇变些堡里i内聚裂纹模型； 回跳”失稳 ! 翌 
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ABSTRACT The snap—back instability(also known as catastrophe behavior)，which may hap- 

pen during the process of fracture testing with th ree—point be nd round be am of roc k·concrete and ce— 

ramie materials is analysed．an instability criterion for this kind of spe cimen is propo esd，it is differ— 

ent from that of the th ree—point be nd rectangular beam— 

KEY W ORDS rock fracture mechanies；th ree  point be nd round be am ；cohesive crack mod— 

el；snap back instability,catastrophe 

0 引 言 

突变(catastrophe)是系统对外部条件的光滑变化而作出的突然响应。牛顿的理论仅考虑 

光滑、连续的过程．而突变理论提供了一种研究跃迁、不连续性和突然质变的普遍适用的方 

法n 。突变理论是研究不连续现象的一个新兴数学分支 ，它是 由比利时数学家 Thorn在70年 

代创立的。十多年来 。突变理论有了很大的发展．在数学、力学、物理学、生物学和社会科学 

中，借助突变理论不仅能加深对已有规律的认识。还可以得到一些新的结果 。最近 ．Potier 

-- Ferry用突变理论给出了线弹性断裂 力学失稳性的一种解释0 ，~rpinteri根据 Thorn理论 

的基本概念分析了弹性一软化材料在断裂测试中的失稳现象“ 。对岩石、混凝土和陶瓷等 
一 类具有软化性质的材料，其试样断裂测试所记录的载荷一位移曲线会出现一种失稳现象： 

控制变量(例如位移)的光滑变化会导致行为变量(例如载荷)的不连续改变．即一种突跳。 

Carpinteri的方法对分析这种断裂试样的不稳定现象是有效的。而且比较直观、简单。Carpin— 

ter1分析的三点弯曲粱具有矩形的截面(以下简称方梁)但是在岩石力学界，圆柱形的试样更 
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容易获得 巳应用广泛·本文用类似的方法分析了具有圆形截面的3点弯曲圆梁(以下简称圆 

梁)的失稳条件．结果表明圆粱比方梁不容易发生“回跳”失稳。 

1 失稳分析 

1-1 完整无损圆粱的线弹性弯曲(阶段1) 

图l所示的是没有任何裂纹和损伤的圆粱．如果材料的行为是线弹性的．刚其中心的挠 

度 是 

⋯  

o 
其中， 是弹性 陵量，Pj是载荷 ，f是跨度 ， 是直径。下标l代表阶段l

。 

(1)式可以改写成如下无量纲形式 

= 芋·毒·百 (2) 

其中， 古代表试样的细长程度，无量纲载荷 和无量纲中心挠度百分别由以下两式给出 
一  

P

。 

tt 

(3) 

一 ㈩  

其中 和 分别是材料的极限位伸应力和应变。 
一

旦圆梁的跨度 中心横截面的摄下端达到 ，断裂过程就开始了，这被认为是完整无损 

圆梁的撅限情况，从材料力学应由公式以及(3)式容易算出无量纲极限载荷是 =詈。因此， 
对图l描述的阶段l。我们必须有 

巧≤詈 (5) 
利用(2)式和(5)式可知，对于无量纲中心挠度的限制是 

五≤ (6) 

因此五的极限值是 ：芒。 

(5)式和(6)式是(2)式的应用条件，(2)式表明了阶段l圆梁巧和 之间的线弹性关系
。 
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1．2 具有断裂过程区圆粱的弹塑性弯曲(阶段2) 

在裂纹从圆粱的中心横截面的最下端发生后．裂纹就开始扩展。但是一对于岩石、混凝土 

和陶瓷等材料 ．它们在加载的最后阶段具有软化的行为．在裂纹前端形成一个很长的断裂过 

程区．在此区中可以假定一个线性的应 力一裂纹张开位移模型 ，这个内聚裂纹模型认为： 

断裂过程区中相互联系的两个裂面虽有部份的损佑甚至分离，但仍然能够传递应力．此应力 

决定于分开它们的距离 ．距离增加．内聚应力便线性地减小：当 “，≥ 时．此应力为0，裂面 

成为自由表面； 代表属于材料的一种临界值。图2说明了这种阶段2的圆梁．其中断裂过程 

区 已延伸到了中心横截面的最上端。 

圜 z 具 有肪 裂 近 崔 盱 点 雩 口 删 柒 

在图2中．z代表线性分布的内聚应力的作用范围．即断裂过程 区的长度。从几何分折容 

易得 到 

鱼 ： ! (7) 
t／2 ⋯  

由(7)式和(d)式(注：对阶段2，应将(3)、(4)两式中的下标改为2)得到 

=  = 焉  ． ㈤ ’ (8) 
但是我们必须育 

≤ D (9) 

由(8)【9)两式得到阶段2的无量纲中心挠度五的范围是 

≥ 2
e, 

(10) 

其中·岛= ， 是代表脆性的一个无量纲量， =z／0~显然， 的极限值是 ； 。 

图2的载荷 P：可 以通过半个试样绕 ^点的转动平衡关系求得。在半个试样上作用有呈 

线性分布的内聚应力和支座反力粤。方梁的力矩平衡关系是简单的 ，但是对于本文所讨论 
的圆梁 ，力矩计算却比较复杂，难点在于求内聚应力的力矩时要用徽面积进行积分，而此微 

面积的长度 是变化的(见图2)。 由下式给出 

-． z√(詈】 一( 一詈) c ， 
其中 表示微面积的位置 。 

内聚应力产生的绕 ^点转动的力矩是 
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一 ≠ 一“·z 卜 詈卜 
其 中 z是 断裂过程区的长度 。 

经过比较复杂的积分 (附录 )̂．我f13得到 

r —————————．—— ————————————— —— — 

托一 + 一 十器 詈卜 
【 

f D ] 

+ 16一 ] a 1 1 n。 +、一一丽J l——万一l十 l 【-f J J 
一 告[ 一詈][f詈) 一( 一詈) ] ) 

支座反 力绕 ^点 的力矩是 

M．一 (1 d) 

力矩平衡条件要求 

M 一 M． (15) 

注 意 P 的无量纲化与阶段l相同(即(3)式)。再利用 (13)、(14)和<15)式我们得到无量纲载 

荷P 和 的关系如下 

_2一 { ) (16) 

其 中大括号中的内容与(1 3)式中的完全一样．故省略。利用(1 6)式和(8)式就可以得到 一 

的关系式．这是一种复杂的非线性关系，与(2)式有很太的区别。将 —D代入(16)式就得 

到 的极限值是 一 ．此值就是阶段2的最大无量纲载荷·因此总有 

≤ ( 

注意阶段2的极限载荷与阶段l的是不同的．而在文献 ]中对方梁证明了两个阶段的极限载 

荷是相等的(部等于÷)。 

Carpinte ri给出的方梁的载荷一位移(中心挠度)关系如图3“ 所示，分成两种情况，即( ) 
一

6u> 两个阶段的 — 曲线是分开的，它们可以用一条光滑的曲线(图中虚线)连接 ，则试 

样的行为是稳定的 。(b) ≤却．两个阶段的 一 曲线是互相重叠的，它们不能用一条光滑 

的过渡曲线连接 如果用图中的虚线连接，这表明位移 d会出现 回跳”．这在控制位移 的 

加载方式(按恒定的速率 d控制)中是实现不了的。结果单调均匀增加的位移却导致载荷的 

不连续改变 ．如图3(6)所示，从 点突然跳到 b点。这就是一种突变跳跃 ，换言之就是失稳。 

圆梁的载荷一位移曲线与方梁的有很大的不同，特别表现在圆梁阶段2的般限载荷大于 

阶段l的极限载 荷上 。如果仍然像方梁那洋用 ≤ 来判断失稳则不合理 ，因为这个准则所 

比较的极限位移应在相同的载荷水平下进行 。事实上 ， > ，圆梁的断裂过程区不能达到 

那样长，在此以前．裂纹 已从中 L-横截面的最下端处开始扩展，当断裂过程区长度等于0．8t) 
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(寺一0-8 J时·#对应的无量纲载荷才等于 (即吾·或0·39j，这可 用从(】6)式算出的表I 
看 出 。 

P 

2 

乜 妞 0 
． 

， ( 

图 3 方粱的载荷 一位移图 

表 1 断裂过程区长廑(z／Dj与无量纲载荷( )的关系 

取吾=0．8可 求出对应的无量纲位移面，．如图4所示，因此圆梁出现 回跳 失稳的条件是 
|I≤ 。 

O -t t 

( )《r  -2 ( 嘞 ≤ 

将 一0·8代入(8)式，并利用风一 和 一告，可以求出 
5 

。。 一  

又从(16)式可知I_一等，因此圆梁的失稳条件是 

≤菩 
即 

≤ 一 o．27 

为了便于比较，将方粱的失稳条件列在下面m 

≤÷=o-33 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

． L■ 
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比较 (20)和 t2】)式 可知圆粱 LIWJ"粱稳定 

2 结论和讨论 

I) 岩石3点弯曲呵粱的形变和肖 裂进程可以分为两个阶段．阶段l是缎弹性的(图1)， 

其 载荷 一位移(中心挠废)的关系如(2)式；阶段2是弹塑性 的(图2)．其载荷 一位移关系由 

(16)式与(8)式确定 本文的分析表明．当采取位移控制时，在一定的 条件下．控制变量(位 

移)的连续变化会导致行为变量(载荷)的不连续改变．即～种突变(图4( ))。 

2) 对于岩石、混凝土和陶瓷等一类材料，在阶段2可以用内聚裂纹模型 。。”来描述断裂 

过程区中的应力阳裂纹张开位移之间的关系。在裂纹前端存在的呈线性分布的闭合应力代 

表 了塑性、空定、侨连等所有非线性行为对断裂进程的影响。利用这一模型得到 圆梁在阶段2 

的载茼 一嵌移关系是比较复杂的，且其两个阶段的龊限载荷不相等．这些性 }鬲与方粱是很不 

相同的 
， J } J ⋯ ’ 

3) 当圆粱的尺寸比例，例如i{= j．或 l一 }大于某一个临界值(参考(2 0)式) 

时会发生“回跳 失稳．此时试样的断裂过程区将来不及生成或完全生成 ．阶段2将残缺较大 

的部分．如图d(̂)中的连接虚线所示．因而缓慢稳定的裂纹扩展也不可能发生。又由(20)式 

可知，当 一定时．D越大越易失稳；当 D一定时，i越大(试样越细长)越 易失稳：当然材料通 

过 m 和 对稳定性也有影响 比较(2O)式和(2t)式可知方梁比圆粱容 易失稳 由此可 见．试 

样所表现的稳定性方面的行为．不仅取决于材料的性质．也取决于试样的几何形状，尺寸，加 

载条件和外部约束等多方面的因素 ． 

d) 文献[d一6]对方粱突变分析的结论(转引在本文的图3和(21)式)已用有限元和实 

验方法加以证实。奉文对圆梁突变分析的结论(图1I(20)式)也应该用类似的方法加以验证 ． 

这是进 一步的工作 。 
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附录 A一关于内聚应力之力矩M 的计算 

在正文中我们已经得到 

r 
一

J。 ·一 令 一z 一等，将(1 2)式改写成 ·2 丽 t (12 

一 z ．J． [ D 一C-) 一譬] 由 ㈨ 
先计算以下三个积分 ： 

f 丽  

+ 

i 

’ ( ) 

膨 =一ii lIiD卜卜 ∽ 
矿 √{詈} D 却= 

一  

× 

一- 

丽  

8 

将( )(c)(a)---~ 代入(a)式便得到正文中的(J3)式 

D 

·aresin + ·a — + 

i 

．即 

8 · “ ) 

一。 手+ 一百13D2喑 ] 丽  

+( 5D’、 128xJ 

[ 一~-~c(1-I 

D 

D +詈 

C13) 
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