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71—11 不具“高度”山路引理对半线性 
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摘 要 给出了不具。高度”山路；I理在半线性椭圆方程 一△ =，( ， )， ∈0， 一0， 

z∈3,Q中为应,r4，放宽 了f(z， )在 三 0附近性态的限制。 

关键词 变分法；_半线性怕圆方程／不具“高度”山路引理 
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ABSTRACT An application of M ounntain Pass Lemma without”height to semilinear elliptic 

equation 一 △u= f(x，u)in 0，and u一 0．on触 is presented，andthe restriction onf(x．u)at u三 

0 is relaxed with the result of the study． 

KEY WORDS variational method；semilinear elliptic equation ／ Mountain Pass Lemma 

without height ． 

山路 引理 自 A·Ambro~etti和 P．H．Rabinowitz[ 一1 973年提 出以来，已有各种形式的推 

广 。每种推广应用于半线性椭圆方程．均得到新结果
。本文将文[3]的推广(我们把它称为 

不具“高度”山路引理)应用于半线性椭圆方程，所得结果削弱了文献中关于这类方程非线性 

项在零点附近性态的限制。 

文[3]中得出山路引理的如下推广： 

定翠1 设E是实Banach空间，，∈c ( ， )，糟足(Ps)条件， ∈月+口是含 的开 
邻域 ， 在 西， 

记 CI= max{I( 。)，，( 1)j， CO： infl( ) 
触  

= infmax ，(h(z)) 
‘∈ }：D．I] 

其中 是连接 m 两点的连续路径的集合 。若 CU≥ h 则有 K 一 { ．)≠ 
．此处 K．一 

{z∈ 『，( )一 ，， )一 0} 

注 2 该定理是文[ ]中得到的山路引理推广的进一步推广
。 
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下面给出定理 1的应用。 

考虑半线性椭圆方程 Dirichlet问题 

广 △ ，( ) ∈。 (3) 
I 一 0 z∈ 越 

其 中0是 中光滑有界区域 困 =2， ≥ 3时 ，两种情形的讨论类似 ，本文只讨论 ≥ 3的 

情形 。 

对函数 f(z． )作如下的假设 ： 

(f1) f E cL(口 × R)且 ，( ，O)一 0 

(，2) 存在常数 c’z使 

jm  ≤ ，十C2 j 。 1< < 

(f3) lira ，( ．“)／“j一 (z)< I，关于z∈百一致成立。 I为 一△ ：H5(臼)一 日一’(0) 

的第一特征值，且 Ⅱ( )E L (0)． 

(f4) lim y(r， )／ = 0。对 z∈ 口一致成立 。 

(f5) 存在常数 使 

I，(z， ) ； F(z，“)≤ o f(z， ) ．j I≥ n，0∈ CO，】／2) (4) 

本文的主要结果为： 

定理 2 假设(，1) (，5)成立 则问题(3)至少有一非平凡古典解。 

注 2 (1)在文献中 ，类似于假设(，3)的条件为liraf(x，“)／ =0，应用原始山路引 

理 ，这个条件可以减削为liraf(x， )／ ≤ < ， 。> 0是某常数 ，但不能更进一步减削成 

假设(，3j。 

(2) 根据一致椭圆方程 估计、Sehauder估计及Sobolev嵌入定理 ，解的正则性讨 

论是标准的，因此．我们只需证明(3)在 H 6(0)至少有一非平凡解 。 

定理 2的证明 方程(3)对应的变分泛函为 

，( )=÷l} j dz—l F(z． )出， ∈肼(D) (5) 

由标准证明可知．，E C (H5UJ)， )且 的临界点是(3)的 Hj(0) 解 。 

根据假设(，3)，不难知 

Iim F(z，z)／￡ 一亡 0) 关于z∈臼一致成立。 

从而 ．对任意 ∈ H6(臼)， ≠ 0， 

耐 。 m 出= 瑚z<专 粕z 
因此，对宽分小的 r>0 

』。 cz，e a <÷ 』 cs a 
从而，对充分小的 c>O 

，( “)==专 f j j az——』 (z， )az 

(6) 
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>{e fl(Iv圳z一 】̈d 
≥ 0 

可见．对任意 ∈硎 (口)， ≠ 0，存在充分小 > 0，当 I I=d时，，( )一 ， I· > 0 

并注意到 ，(0)= 0． 

又固为
～

Jim ，(z·=) 一 ，对任意常数 (’> 0，存在常数 M 一 (0)> 0，使 

f(x．。)≥ Cz． ≥ M 

任取 ∈ Ⅳ6( )． I= l，“> 0．对常数 R> 0， 

Ⅲ 一÷ 一』 胁 ，a 。 

≤专R —l ⋯{ 。一 ， (c 为某常数) J L ) 刈‘ 

又，当 > 0充分大 时 ， 

J 1) uZdx≥ 。 出 

特别取( 一d J dx) 坝4由(7)知，(舶)≤一 1 一f ，从而存在 ， II> ，使，( )< 
0． 

至此，定理 】中， 。一 in
—

f ，( )≥ =ma {，(0)，，( ))，又 ，满足(P )条件(证明标准 

[1，2]，故略去细节)，从而根据定理 1，，有一临界电 ≠ 0．由注 2(2)，定理 2获证。 

推论 在定理 2的假设下，若 ljm ，( ， ) 一+ 。。(或 lim ，( ， ) 一 。。)，问题(3) 

有一正(负)古典解。 

证 明 定 望 

(一)=』 ‘一 ， 当 ≥。 
I u， 当 < 0 

显然， ( ． )满足定理 2的全部条件，故问题 

I △ 一 f(z，H) ∈ D 

=
o F 口 (8) 

有一古典解 ≠ 0．令 D 一 { ∈ 0I (z)< 0}，困 ( )连续，故 ．。一是开集，且 一 △ = 0， 

∈0一， 一 0， ∈ 0 ，根据极大值原理知， 三 0，故 臼一： ，即 ≥ 0， ∈0，从而 也是(3) 

的解·下证 > 0， ∈ ·为此，定义函数 

f(z， )／ ， ≠ 0 

“ I ) ：o 
不妨设d(z)≥ 0(因 ( )< 0时，令 (z，“)一，(z， )一Ⅱ( ) ，此时 ，，( ， )：。(㈨ )(当“ 

0时)，一次项 ( )“可以并到 Hi(9)的范数中)，让 g+( )= milx (z， )，0)≥ 0，g一 ( )： 

‘ · ·。 ≤。·显然 十 一，根据 
～
im g( ， )=。。· 很大时，g( ，Ⅱ)有下界 ，而 l 

g(x， )一 “( )≥ 0．将(8)变形为 ⋯ 

一 △ ～ g ( ) — 妇) ≥ 0 z∈ 0 
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由 ( )≤ 0， 一( )有界及 ≠ O，根据强极值原理：5]即知 > 0． 

注3 (】)本文的主要结果对更一般的一致椭圆型算子 一一∑(a．．(z) ．) +c0) 
l· i 

仍然成立，证明只需作微小修改。 

(2) 本文的证明方法表 明，用山路引理讨论的问题 ，类似于 lira，( ， )／I 1=O 

的限制均可作相应放松 ，这里不再一一列举 
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