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摘 要 导出了在第三类边界鍪件 下两段武渗碳数学模型的精确解。与有限差分法数 

值解进行 了比较，说 明精确解的正确性和适应性。 
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ABSTRACT The precise solution of mathematical model for two-step carhurigation has been 

induced which is under the condition of the third boundary．This~ lution has been com pared with 

the finite difference technique arm its corre~t／le．ss and practic*dity have been proved． 

KEY W ORDS ca rburizing lma thematical m od el 

0 前 言 

两段式气体渗碳工艺在强渗期和扩散期采用不同的气氛碳势，具有渗速快 ．便于控制表 

面含碳量和渗层碳浓度梯度的特点，已获得广泛的应用 迄今为止，所有模拟渗碳过程的教 

学模型都是建立在菲克扩散定律的基础上的。在相当长的时期 内，人们均认为工件表面的碳 

浓度即等于炉气碳势。此即是第一类边界条件。文献[1]首先提出，第三类边界条件更符合气 

体渗碳的客观实际。目前这一观点已得到广大研究者的认同E2- 。在第三类边界条件下，一 

段式气体渗碳模型的精确解已经获得I- 。在此边界条件下，两段式渗碳的数学模型多是采用 

数值解法 ，并 已应用于计算机精确控制渗碳。本文提出了在第三类边界条件下，两段式气体 

渗碳数学模型的解析解法 ，供同行们参考 。 

1 两段式渗碳的数学模型及边界条件 

研究渗碳过程动力学的基础是菲克扩散第二定律 。但是由于初始条件和边界条件的选 

取不同·扩散方程解的形式和物理意义则有很大的区别。经典的处理方法认为：一经渗碳过 

程开始进行( > 0)，工件表面的碳浓度即等于气氛碳势。以=q被称为第一类边界条件。当 
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扩散系数为常数时，对于半无限长平面模型，两段式气体渗碳扩散方程、初始条件和边界条 

件表为 (】)式 ： 

f堡：D磐 l 一 

0 ．0)； 

I (。。，0 = 

Ic(O．￡)；c。 

=  c 

式中 ： c一 碳的重量百分浓度{ co一 工件原始含碳量 ； }一渗碳时问 
一 第一阶段渗碳时间； D一 碳的扩散系数； 一 至工件表面的距离 

( ．C 一 第一 、二阶段的气氛碳势 

近年的研究认为[1]：渗碳时由气氛到工件表面的碳的质量传递速度与两者 的碳势差 

成正比，即为一级 反应过程。工件表面的碳浓度不等于气氛碳势 ，而是受界面传递和内部扩 

散控制的变量 此称为第三类边界条件。两段式渗碳扩散方程和边界条件表为 ： 

害； a2C 
(z，0)= o 

(∞ ． )= 

[ ( )一 。)]=一 D 

一 {乏 ㈣ 

式中； 一 界面反应的质量传递系数 ； 一 工件表面的碳浓度 

理论研究和渗碳实践都表明，第三类边界条件更符合气体渗碳的实际。但是第三类边界 

条件的建立，则增加了数学模型求解的困难。一段式渗碳模型的解析解早有报 ，但束见表 

解过程。两段式渗碳模型的解析解法则未见报道。目前普遍采用有限差分法求数值解。 

2 模型的精确解法 

2．I 在第一类边界条件下的精确解 

已知在第一类边界条件下的数学模型为(1)式 ．由微分方程解的叠加原理 ，(【)式可作如 

下分解 ： 

容易得到(3)式的解 

f堡一D丝 l —a 

c(z，0)= Co 

ic(。。，0 = 0 

L (0． )= 0 

f堡一D l ～ 

(z，0)= 0 

l (。。， )= co 

【c(o， )= c。( ) 

c · ( ) 

(3) 

(4) 

(5) 
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对于(4)式，由求解偏微分方程的杜赫美原则得到 ： 

．  c·一去 』 

c一 一 c ) 一 Mc( ) 。l ；J q M I 丽  J 
故获得第一类边界条件 的解 ： 

c — + -= + ～ ertc( )～c 一 Ⅻc )c 
2．2 在第三类边界条件下的精确辫 

第三类边界条件下气体渗碳的数学模型表为(2)式，由解的叠加原理(2)式可作如下分 

解 ： 

f害一。等 

1一D·宝+ 一 
I 。，0)：0 

f妄=。·雾 

1一D·毫+ =o 
【C(z，D)= 

首先求解(8)式：设函数 (z， )=c一等·篆 (1 0) 

甬数 tf)有： 箬一D·雾 
故可将(8)式改写为： 

f警一。·等 
{ (0tf)= ) ” 
f 0，0)= 0 

由杜赫美原理求得(11)式的解为：中(z．cj一 r e一 d (12) 

(10)式可丧为署一／-·c=告· (z，￡)，这是一阶线性微分方程，可方便地解得： 
r 一  {!一告·e{ f ( )e一钿{ (13) 

令 =z+ ，则有： 一血§ +告·』 + ， )e～g 
对于半无腰大模型，当 z一 亡。时，c一 ，因此必有 A一 0，所以将(12)式带入后得到： 

一  [』 一卟 ⋯ 
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采用分部积分的方法 ： 

』 。 { 。 √ J L 
2√ J 

去I_。 』 印 1 +去 昏高[ 
一

去 』 一 ～ 
首先考虑(I 5)式的后项，令： 

=了 I』 ⋯ 俪 J 0 一 

==了 』 ⋯ 、腼 J o 。 
令 = ( + 十 2~t)／2√面 ，则有： 

于是： c =车 r，Coe-~’d 
、， J —— 

d 

J 

(15) 

[，= 2 # f 印 ) √ JⅡ罂 ⋯ 

--ec缸  
√i J 

2 

运用(6)式的积分方法 ，得到 ； 

c c( )一cq 
一  

l · 

erfcf 
) ~erfc

( )] 2 而 =面1 

+(Co 一 x+ 2#(t --T))] 
然后用完全相同的方法，求得 (9)式的解： 。 

}fr( )+et融 z +√瓦2#t~erfc( )] 。 J 瞎 2、瓜)f 
由解的叠加原理 ，两段式气体渗碳教学模型(2)式的解为： 

}rf( ) 昏⋯ ( )1 errc( ) 
( 卜q 纠⋯rc( )] 

“ ．errc( )] 
整理后得到： 若{ = 一瓷{鲁· 

舯： ～ ( )～x ( ) rc( ) 
～叫 卜x ( 譬 )~erfc( ) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 
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3 精确解与数值解的比较 

在(2)式中令 一。。，因为D·詈是有界的，故必有(q— )一0，即C(0，￡)= ，因此 

第一类边界条件是第三类边界条件下当界面碳传递系数 趋于无穷大时的特例。在(21)和 

(22)式中，当 一一时 误差函数erfc( erfc( 等于 20) 
式与(7)式则完全等同。这在一定意义上说明了(20)式的正确性 

为了检验两段式模型的精确解的正确性 ，特将精确解与有限差分法数值解的结果进行 

比较 有限差分法采用 Crank—Nicot~on差分格式[ ，其线性方程组表为： 

卜一 啦 f+ 2(1+ )口十。一 钟 }= c l+ 2(1一 ) + KC~+I 

(1+ K + L) 一 ∞ +1= (1一 K — L) + q + 2工 (23) 

l( ；I，2，3，⋯⋯m一1)(4：0，l，2⋯⋯) 

其中K= 等，L= ，△ 和△￡分别是距离步长和时间步长。此方程组具有三对角 
矩阵的特征，采用追赶法求解 ，编程后在计算机上运算。 

设 D一0．271×】0-4mm／s，B=0．352×10 mm／s，c0=0．18％， 1= 1． 6％， 2； 

0．65％， 一3h，￡2= 】h，△ 一0．05ram，△ 一30s。分别按(20)式和(23)式计算，结果见后 

表 。从计算机结果看 ，精确解与有限差分法解基本一致。这说明精确解(20)式是正确的。 

表 渗碳扩散后的碳浓度分布 

由于有限差分解法中线性程组十分膳大，必须依靠计算机求解。本文导出的精确解法 ， 

既可以方便地用计算机求解，也可以采用手算，普通热处理技术人员均能用以横拟两段式气 

体渗碳的全过程。 
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