
l993#-3月 

第 1 B卷第2期 

重 废 太 学 学 报 
JouRN AL OF CHON G0 ING UNIV ERS TTY 

VO1．16．№ ．2 

M a．r．1993 

次二次二阶 胁milto咒系统的极小周期解‘ 

fI~-(f7 The Minimal Periodic Sotutions 
t0 The Subquadratic Second Order Hamiltonian Systems 

张 世 清 
● _ _ - _ - — _ _ -  _ 一  

Zhang Shiqing 

(重庆大学系统工程及应用数学系) 

|L7 

摘 要 利用 Rabinowi~鞍点定理及其临 界点的Morse指标估计研究了二粪非凸次二 

次二阶自治 Hamilton系统的极小周期解的存在性。 
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ABSTRACT The existence of the minimal periodic solutions tO two da~es of the nonoonvex 

subquadratic autonomous second order Hamiltonian systems is studied 0[I the basis of the 

Rabinowitz S saddle point theorem and the Morse index estimation of its critical points． 

KEY W ORDS second order Hamiltonian system ；minimal period ic solutign；saddle point the- 

orem ；Morse index 
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1 引言及主要结果 

人们利用 Clarke—Ekeland共轭变分原理使凸 Hamilton系统的极小周期解的研究取得了 

十分完美的结果．见Ekeland的专著 。 

非 凸Hamilton系统的极小周期解的研究十分困难 ，据作者所知 ，到目前为止．仅有三篇 

文章 。 研究没有任何凸性假设的 Hamilton系统的撅小周期解。 

最近 ，龙以明 ‘提出了一个关于非凸二阶Hamilton系统的新的变分方法 ，并证明了一个 

新的Morse指标迭代不等式，进而利用Lazer-Solimlni关于Rabinowitz鞍点的Morse指标估计 

来研究超二次二阶 Hamilton系统的撅小周期的 Rabinowitz猜冽 

本文研究了二类次二次非凸二阶 Hamilton系统的极小周期解问题，我们得到如下几个 

结果。 

定理l 考虑二阶 Hamilton系统： 

；+ V ( )= 0， V ∈ R ， (1) 

其中 ”是正整数 V：R 一 R是实函数 ，V 表示 V的梯度 

假设 V满足以下条件 ： 
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(V1) V ∈ C (R“；R)， 

(V2) 对任意 V x∈R”，V(x)≠ 0． 

(V3) 存在 M> 0位 

lV (z)l≤ Ⅳ， V z∈ R ， 

(v4) V( )一 + 。。， 一 ∞ ． 

则存在 o> 0．使V > ，(1)具有一个极小周期为 ／ (1≤ ≤ 4-1)的非常值周期解。 

定理 2 假设 满足定理 l中的条件(r1)一(V4)及条件： 

(V5) V在 R 上严格凸， 

则存在 T口> 0使对 V T> To，(1)具有一个极小周期为 T的非常值周期解。 

定理 3 假设 V满足条件(V1)及 

(V2) V(x)< 0，V x∈ R“， 

(v3) iV (x)l一 0．1xl一 ∞ ， 

(V4)r V(x)一 0．1xl— o。， 

则 V T> 0．(1)都具有一个极小闹蝴为 T／k(i≤ k≤ n+ 1]的非常值周期解 。 

定理 假设 V满足条件(v1)，(V2) 一(V4) 及(审5)。 

则对 V T> 0，(1]具有一个极小周捌为 T的非常值周期解。 

2 主要结果的证明 

我们下面主要利用 Rabinowitz鞍点定理及鞍点的 Morse指标估计、指标选代不等式来 

研究定理l—d。 ’ 

引理 l【 设 R是实 Banach空间． 一 V0 z，其中dimV< oo，假设 ，∈ ( ，／it)满 足 

Palais—Sr~mfe条件及 

(S1) 在 V中存在 O的一个有界粼域 D及常数 u使得 Il ≤ u， 

(s2) 存在常数 0> u使得 Ilz≥ B． 

则 I有一个临界值 C≥ B。 

引理2 (Laze~一SoliminiI。 )假设 ，∈ ( ；R)满足 Rabinowitz鞍点定理的条件 ．那么存 

在 ，的一个临界点 ；，其 Mo rse指标 ir(；)≤ dimI 

下面我们利用龙以驯提出的变分公式： 

令岛 =R／l zI，在连续函数空IT c(sT； )上定理z 一作用z 一{ ，乱)： 
1 J 

x = x ， 

x(t)= x(一 t)，V x C- c(Sr； ) 一 

对 V x C-E 兰 W (s ；R“)赋予范数 ： 

一 f +T ) ， ’ 
。 J u ， 

由Poincar~不等式．1Ill 等价于通常的 I r】 一 范数。则 月r是一个 Hilbert空间，下面用(·，·)r 

表示 凸 中相应的内积。令 

8坼 = {z∈ fi,ri由 — )， 

= {z∈ rl (0)= 0)， 
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8， r= {z∈ Lrl Jz： ) 

则我们有 一 正交分解， 

一 L 0 R ，s =SLt0 R ， 

注意到对给定的 > 0和 z∈ ，若 (f)关于 ￡一 0奇(偶)，则它也关于 t： T／2奇 

(偶)。令 ( )：』：【吉1 z1 一1 ( ))d ，V ∈l1 (s，，R ) 
引理 3 ([6])设 V满足条件(V1)，则V T> 0成立， 

1。 ·∈ C (Er；R)， 
r T 

2。 < (x)，Y>T=I(x· 一V (x)·y)lfI'V x，Y∈ET 
J n 

r r 

3。 < (x)Y，z>T—l( -z—v (x)y·z) t，V x，Y，z∈Er 

d。 一是 z 一 不变的 ，即 

( j )一 ( )，V ∈ ， ： 0，1 

5。 ．若用 s 代替 ，则上述 l。一d。仍成立 。 

引理 假设 满足条件( 1)，则 

l 若 z∈ r是 在 上的临界点，则它也是(1)的一个C ( ； )一解，且它关于 

t= 0是偶的 。 

2 反之 ．若 x∈C (s̈  )是(1)的一个解，且它关于 【； 0是偶的 ，则 x∈s 且是 

在 SEt上的一个临界点 。 。 

引 理 5 假设 V满足条件(VI)一(vd)，则 、}在 sEt上满足 Patai,~一 m 把紧性条件，即对 

V {xt}c SEt，若存在 C> 0使 V k∈N， 

I ：(x )l≤ C，且 (xt)一 0，k一 。。，那么{xt}有强收敛子列 

证 令 Y = xt一 ‰(0)，由 (x )一 0知，存在 ko> 0使当 k> ko时有： 

< (札)， >r≤ I ．一 I ll (2) 

因为 (0)一 ( )一 0，故由Poinca r~不等式有 

I1~1t ≤寺嘛 
由此及条件( 3)知， 

< (zt)， t>==j：IitI d￡——』： r(z )· d。 0 J 0 
≥l 一÷川 【̈ 

由式 (2)、<4)即知 有界 

又由 ( )的有界性知，存在 0t使 

≤ ～(r(
n)一V-1 ( (0))J dt-j～ (m(0)J d』 ≤ ( ( )一(“ 。 ( (。)J d』 

由条件(r3)及 Poincar,~不等式知， 

I( ( t)一 r( (0)))df≤ C2 
J u 。 

又因 嘛 有界 ，故存在 使 

一

l Vf“(0)j dc=一 7tV( (O))≥ C3 

(3) 

(4) 
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故由条件(V4)即知，存在 c > 0使 

l (0)l≤ ， V ∈ ， 

综上述即知存在 Cs> 0使 

． ≤ 

故 有子列，仍记为 ，它在 中弱收敛 ，在 中强收敛于 z∈ 剐 ，因此( ( )，(z— 

z-))r一致收敛于 0，因为 ( )一 0且 一也是 有界 ，故 

一 liral + l ；!iraj ·( 一 )dl 

：ljmf< ( )， 一 >十f vV r( )．( 一 )d } 0 

因此 在 中强收敛于 。 

引理 6 设 满足定理 l中的条件(V1)～(V4)，则 在 坼上满足鞍点定理的条件 (81) 

和 ( 2)。 

证 ： 因为 sB = 0 R ，且对 V a∈ ， 

( )= 一 71 ( )一 一 o。， 一 o。， 

叉对 V ∈ 8 ， 

扣 小z 
一 专』：l I — (0)一』：(r(z)一V(O)l df 
= =  

1
一

l{ ll；—— (0)——』：』 < ，( z( ))，z(f)>d姐 
由条件 (v3)，HoNer不等式及 Poincar6不等式有 

f f < ￡)) f)>d 如￡ 

≤Ⅳl l z(￡)ldl≤ _ll il 

≤ 

即 O(z)≥ 蚓；一 MT~／2 
一 TV(∞ 

故当 l 一 1 一 o。时， ( )一+o。。 

在Rabinowitz鞍点定理中令 —R“，z=SL ，即知 (x)在SET上满足条件(S1)、(s2)． 

引理 7 设 V满足条件(V1)及(V2) 一 (Vd)r，则 在sEt上满足(PS) 条件 ，即对c> 

0及 {x。}c SET： 

( )一 ， ( ·)一 0， 

则杠·)在 8岛 中具有强收敛子列。 

证 由( 2) 及 ( )的有界性知 ，存在 A-> 0使 

慵Jl̈≤ 

下面我们要证 f“(0)f也有界．否刚，{z。(o))存在一个子列，仍记为{z (0))使当 — D。时 ， 

(o)l oo。 
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由Sobolev不等式有 

故 

由条件I d) 知 

ll (‘)一 (O)lf ≤ A ll ≤ ^ 

。 

( )I + ， + ， 

』。 (“( ))出一0。 一十o。， 
由条件(F3)r知 。 

f <l_，f(m(￡))， 一“(0)>dt o， 一4-'3O， 
J 0 

注意 (乩)一i1< ( )m—z (o)>一J一0 (轧)dl+吉』：< (zt)， 一机(0)>出 J ‘J 0 
因为 一 “(O) 一 有界，且 ( )一 0，故上式右端的第 1项 一 0 一 o。)·叉 

由条件 (V3)r、(1，d) 及 一 (0) 有界知，上式右端第 2、3项也趋于 O( — oo)，故当 — 

oo时 ， ( )一 0。这与假没条件 ( ) c> 0矛盾。因而 (0)l有 。 

综上述 育界 则“有子列，仍记为 它在 中弱收敛。在 L 中强收敛于菜 ∈ 

占肼。因此 ( )·( ～ “)一致收敛于 0，因为 ( )一 0且 z一 札是 SEt有界， 

故 }
～  ：  『 m．(一 

i( ( )t —m)+J。 ( ’(z一 )出} 
一 0 

因此 z。在 s月r中强收敛于 。 

引理 8 设 满足条件(V1)、(Y2) 一(V4)一。则 在 西 上满足鞍点定理的条件(81)、( 2) 

证 (81)对 V ∈ R”，由(Vd) 知， 

( )一一 ” )一 0，l nl一 + o。． 

(N2)下面证 明 i．nf ( )> 0 一 
^ 

事实上，由(v2y 有 inf (z)≥ 0．若 inf ( ) 0．则存在序列 ∈ 使 
e Lr t 

(m)一 0， ★一 + o。． 

即 

又由 Sobolev不等式有， 

≤ A 一 0 

故由条件(1 d) 及I 1， ( t)dr— o ． ． 
J u 

r J01 T(o)df=0 

即 (0)= 0，这与已知假设(V2) 矛盾 

下面我们要考虑临界点的Morse指标 

设 z是(1)的 ( ；R )一解 ．令 A(t)一 V (x(t))。则A是连续，T一周期对称阵，在sET 

上 (x)定义双 线性 型 ： 

∞ 

f_ ， 0 

0  
t_ 

{  )  

 ̂ ●●}  
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诉( ，：)=l( · 一A(￡) ·z)dt，V ，：∈ f 
n 

用 西( )=Cr(y， )表示相应的二次型， 在SEr中的临界点 处的 Morse指标定义为二次型 

在 B'Er中的原点的 Morse指标。 

西 相应于下面的线性二阶 Hami]ton系统 ， 

+ AO)y= 0， V ∈ R” 

设 L(彤)表示域 R上的 n× n阶对称阵空问，对给定的T> 0，假设 

(A) A ∈ C(S ：L (R )) 

由引理 d，( )的解 x(t)关于 c= 0和 c=T／2偶，所以A(t)=V”(x(t))也关于t— O和 

t= T／2偶 ，所 以不妨 殳 

(As) A∈C(s ；L (R ))且 A(c)关于T= 0偶 

引理 9 假设(AS)成立 ，则 

l。 SE 具有 一正交分解： 

2．Er一 8 一0 s礴0 SR+， 

其中，中f分别在 8月 ， 胖，sF 上正定、零 、负定。 

2 8辟 一 ker~／) ，dtmSh'~．< + o。． 

3。 dim3 < + ∞ ． 

定义 1 0([6]) 令 "一dimNE．~，5't- =dimSE~-． 

s 8 r分别称为 在 s府上的对称]VIorse指标和对称零维数。 

下面我们要考虑 R 对 的 ~[ur,se指标的影响 

设 A(t)满足条件(A)、(As)． 

在 X一 上定 义二次型 g g⋯A 
r l 

( )=l I A(t)dtl n· ， V ∈R 
J 0 ’ 

则 x具 有 9一正交分解 ： 

x： xr 0 }0 x 

其中 X．r，础 ，x 分别是 的负定、零 、正定子空间 

令 r= 衅 n 腓 

设 0r表示 在 X 中的 一正交补。则 舛 = Kr0 ar，Kr匕 Ker~r= 胖， 

n Kerq'~7= {O} 

故有下面的 一正交分解： 

x— Xv 0 Kr0 (曲 0 ) 

定义 l1(E63) 定义三个指标 ， ， 如下： 

口 = dim X, ． 

Ⅱ 一 dimK ， 

c 一 dimx + dimQf 

显然 dr+ + n = ” 

定义12(E23) 给定7’>o，对(1)的非常值7一周期解 ，定义0( )为满足÷是z( )的周 

期的最大整数 
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引理 l 3。 假设 r满足条件(V1)，则对给定的 > 0，若 z是(1)的非常值且关于 t= 0 

是偶的 C (曲 ；R )一解，那么成立 

O( )≤ 8 ( )一 d ( )+ l 

我们下面依次来证明定理 l 一 。 

l。由引理 l，4，5，6知，(1)存在关于 =0是伽的 (s ；R )一解 x，若T充分大，我们断 

言 x(t)≠ ∞ ，固为否则没x(t)兰 a，则 (x)=一TV(a)，由条件(V2)知，V(a)≠ 0，故当T 

充分大时， -(x)也充分大，更具体地． 一(x)～一 。。，(T一+ 。o)，而由引理 l，4，5，6知， (x) 

>～。。，矛盾 。因而存在 > 0使当T> 时，系统(1)存在关于t=0是偶的C (Sr；R )一 

非常值解 x，由引理 2知，x的 Murse指标 Sir(x)≤ n，故由引理 l 3有 

D( )≤ 打(z)一 r， (z)+ 1 

≤ n+ l 

定理l即得证。 

2 由于 严格凸 故 ( )= ( )一 0，o ( )=”，故由定理 l的证明中的不等式有 

3。 由引理 l，4，7，8知 ，对任意缩定的7。> 0，(1)存在一个关于I=0是偶的 (岛； ) 

解 x，由引理 8及条件(V4)一知，x是非常值的。故由引理 l 3及引理 2知 

0(z)≤ Sir( )一 Ⅱ ( )+ l 

≤ N— l 

定理3得证。 

d。 定理d的证明与定理2类似 ，故略击。 
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