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摘 要 设 是 中有界区域，“≥ 3，给出了半线性椭圆方程边值问题 

f一 △Ⅱ一 Q( )“I“I““ T ，( ，“) C- n 
』 

J 一 0 C- 0 

正解存在的一个充分条件 ，推广了文献” 。的相应结果。 
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ABSTRACT Let n be a bounded domain in ， ≥ 3，this paper presents a sufficient condition 

of the existence of positive solutions of Dirichlet problem for the semilinear elfiptic equation 一△ Ⅱ 

一q(z)uI I““ ’+，( ，“)in ．*一0 on a9．The present result generalizes the related orleain弘一 

pers[1，2，3]． 
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设 D是 中有界区域 ， ≥ 3 本文讨论下面的问题 

』一△ 一 ( ⋯’ +，‘ ，“) ∈。 (1) 
l 一 0 ∈ 0 

在 H6(O)中正解的存在性 。其中 P= ( T 2)／( 一 2)，‘}( )≥ > 0，在 O上连续；低阶扰 

动项 f(x，“)满足如下条件： 
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f (I) ，( ．“)在 百× R上连续 ，并记 ，( ， )一n(z)“+ ( ， )； 

1 (I) lim (z，“)， ：0关于 ∈0一致； 
l ’· o 

J (U1) lira口( ，“)／“’=0关于z∈0一致； (2) 

I (Ⅳ) n( )∈ ‘0)且存在常数“>0，使 
1 r r l l

(I 7“I：一 ( )>／-ⅡI j I dz V“∈ 5( ) 

因为我们只讨论正解，为方便计，当 z∈ 妇一 ≤ O时，定义 ，(z·w) 0 

t1)对应的变分泛函为 

，(“)={』 IV“ 一 』 a⋯”‘d —j z，w)d V“∈H (口) 
其中 F(z，“)．=1 ，( ．￡)d 

引理 l 假设(2)t1一 w)成立 ，还能设存在 I10∈ f (0) ll0>／-0， 事 O，满足 

suDl(t -0)< (maxQ J ‘8 (3) 

那么问题(1)至少有一正解 其中s是嵌入 ((])一 ( ))的最优常数，即 

s= ? ，． (』 IV 1 a )／【j I“I 一 a ) ‘’一 ． ．∈ ， “，) J J’ J 

证明类似于文献[1]，详见文献[2] 

对 0(z)再作如下假设 ：舒( )在 0中某点 处达到最大值，且 

10(』)一 (zo)I； u(Ir一 I ) = I或 2 (d) 

本文的主要结果是下面的 

定理 l 设 ，( )满足(2)，Q(z)满足( )；再设存在 f(“)≥ 0，使 f(z，Ⅱ)≥ ，(Ⅱ)， ∈ 

口， ≥ 0，如果对任意常数 c> 0，使得 

l
，i ra ’[(篙  一 ≥ ㈤ 

j： ’【— = J a ==+。。，”==s ce 
此处， ( )=：}‘，(()d，， 可 取+。。，那么，问题(i)至少有一个正解a 

为了便于与文献[L]和[2]的七H应结果比较 救{rj讨论一个骢型例子 

．  f一 △“一 口( )Ⅱ“ “ + ∈ 

“> 0 z∈ 口 (7) 

【 0 ∈a。 
其中 > 0是常数 ．1< < ( _-2)／(“一 2)，a( )适台t d)。 

定理 2 

(I)当 = l时 ，如果 满足 ： 

N／(n一 2)≤ < ( 十 2)／(“一 2) 当 “≥ d 

3< < 5 当 = 3 

那么，问题(7)对任意 > 0均有一解。 
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(I)当 k= 2时 ，如槊 满 足 ： 

l< < ( 十 2)／(̈ 一 2) 当 n≥ d； 

3< < 5 当 = 3 

定理2不难从定理l得到，例如当 k=in~，可以验证： 

⋯ n  ( )“ 一J ⋯q>~ - z一 ㈣ 
【o 当 < ／( 一2) 

注：(I) 当 ≥ d时 ，条件 IQ(z)一Q( )I一 (Iz一 使 达到了自然要求 l< ’ 

g< ( + 2)／( 一 2)_ 

(I)文献[3]用另外的方法得到定理 2的第一个断言 ．文献[2]得到定理 2的第二十断 。 

盲(该文对 0(z)的假设是： ( )在 o处的所有一阶二阶偏导数全为 O)。应该指出，对于 = 

2，文献[2]的结果比定理 l要好。 

(Ⅲ)文献E1]就 ‘，( )； l的情形 ，得到定理 2(，)． 

定理 l的证明需要下面的：’ 

引理 2 设 ∈c 、( )，0≤ ≤ l，在 的莱邻域内等于 l，令 

、 ) > 0 

则有如下估计式； 

一  ： ㈣ 
fK 十 0(1) ≥ 5 

II妒．I；一{ Il。g l+ (1) “=d (10) 

【 ( )十 M= 3 

II II；一Ⅲ 一 0( )“ ， 2 ” + o( ‘‘ J， ≥ 3 (儿) 

其中 ，b， a， 也是与 无关的常数且 ／b= 8． - 

证 (9)～ (J 0)式ft．在文献[1]中得到。文献[3]就 = l情形得到(11)。完全照搬[3] 

中的估计即可得 (ii)．为方便计，这里仍然给出估计过程： 

) (州一 』 ( )一∞。) 
i ，J+ ， 

经简单计算不难得到 (亦可见文献[1]) 

其中 K ： ” 

下面估计 t： 

l，tl≤ 

-。(z)dx 

T I — z0l J 。 

，  f Q(“)10 + 0(j) 当 ≥ d 

【g(x0) ( + ( )) 当 “= 3 

Ilt．ql；：{， ( )= (1+ I 一 DI )“ 

、  

t令 m c ～  
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= J"IH--t a, 町 

· 却 

注意到积分』 l一 对于 >』是收敛的，从而根据kbe ue控制收敛定理，̂一 
0f “ J，当 一 0时 综 合以上估计，我们有 

』 c 一rc a =：ut ̈ 一一( ： ． 1 ：+4-。O ( J． ； 
由此不难得到(儿)。 

有了以上准备，下面给出定理l的证明： 

令 

㈤ = 

根据引理2不难估计得 

lI以『{，一 一 

其中 是只侬赖于 “的正常数．从而 

“+ u( “ n J "≥ 3 (12) 

⋯ "  

II II；= 0( l10g l J 一 4

5 f O( ) ≥ 

l 0( J， =3 

事实上，以 (̈ )为例证岍 ≥ 5的情形，其余各式类似估计。根据引理 2，我们有 

I1",11~= = 

从而 

3 ‘ 4-0(1) 

7再  —雨干__ 

,iP-4-rJ(1) 

口‘ ) ， 一 “ ‘ + a( 一‘·) 

3 + O(1] ” 

一 F 

显然 ·当 ≥ 5时，Jime = 常数．从而 i J， 一 ( ) 、 

下面验证；对充分小的 > 0， 满足引理 l中条件(3)，从而定理 l由引理 l推出． 

事实上 ，令 x，= llV圳 ，则对任意 ￡≥ o， 

(1 ) 专 一 —幸1 _。～J ．c )d 

注意到，(扣r)≤专 x r— ~e-I*及 +l>2，存在 ≥0，使得 

(13) 

(14) 

( ) ( 

不妨设 ￡t> 0(1％1 一一 0时．结论已真)，从而当 = ‘时 ， d，( )= O
，即 

“． 一』 r)】， =o (15) 
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凼 此 

≤ “ ” 

从而 

Ⅲ )=i1船 一 一』 

≤吉x ”x，一 J1“，I1一』 。， )a 
：  一 f ( ，f )血 

Ⅳ J 

根据(13)，上式变成 

Ⅲ  ≤ ⋯  ～  一 + 

另一方面，若我们有 ． 

』 c ， r，a ≥』 ．、 ( —： )a 

』．． ．、。 —：：—r — J = 。>o， ≥ 
以及 

』 ( ：+ ，”一s 
则根据(16)一(19)，当 > 0充分小时， 

s upl( )<寺 ( ““ 
这便是引理l中条件(3)。因此，下面只需验证(17)一(j9)。 

(17)的 验 证 ：根 据 (15) 

， 一  

(i5) 

(16) - 

(17) 

(18) 

(19) 

，( ． ，t·，) ，，dz．一 0 (20) 

而lim l￡， ，( ，￡． )ndx一0．事实上，从条件(2)知，对 v·，>0，存在常数 ，使得 
，‘O 

l，( ， )l≤ t + ， z∈ 0， “≥ 0 

因此 ，根据 Sobolev嵌入定理及(1 5)r 

l r 1 I J f． ，( 'fl r) r I 
r r 

≤· l r， dz+ C l · 出 
J J 0 

r 

≤勰 ” ， i + Cl枷 
J 

≤黼 x ” x，一 

又根据(13)、(14)，liFO x，： g(zo) 一 ，lim =0，注意到 cj> 0的任意性 ，得到前面 
● ·0一 _．O一 

的断言。从而由(20)知： 

￡，一 g(zo) ，‘ ，”，当 一 0 (12) 

因此 ，由(1 2)及 之定义，当 > 0充分小时， 

— 

． ． ． ． ． ． ●  
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( )=。 = j —i =F— T -ii=F— 

≥ 1 二 妒( )， > 。是常数 

从而 ，注意到 ’( )的非负性非减性 ，我们有 

J mtf．删 m d ≥J 、 川 lrJdz ( >0充分小 
’

(再 
(18)的验证 ： 

』： ( 等 研) a c 为 的表面积) 

[( }“ Ⅶ 

⋯ “ [( ， 
其中 、 是相应的正常数，由(5)即知(18)。 

(19)的验证：围为(J9)与文献[J]中(2．57)取 ：3时完全一样，文献[1]中对此已有 

验证 ，这里省略 。 
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