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摘 要 提出一种新的掉每边界无法．它既不存在角点问题和奇异积分，也不涉及样条 

函数的端点条件。给出三个数值例子以证实方法的正确性和可行性。 
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ABSTRACT This paper introduces a New Spline Boundary Element Method ， ch neither 

has oorner problems and singula r integra ls nor involv extreme—conditions of spline function．Three 

numerical examples are given to show the validity of the method， 
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0 引 言 

样条边界元法(SBEM)是以样条作为插值函数的一种边界元法 ．它能进一步减少边界元 

法的计算量，提高其计算精度“ 。但现行的佯条边界元法也存在一些问题 ，倒如角点问题和 

样条函数端点条件难以确定的问题等。 

本文提出一种新的样条边界元法(NSBEN)，它不存在角点问题、奇异积分 ，也不涉及样 

条函数的端点条件，可进一步简化样条边界元法的计算格式，提高其计算精度。 

1 角点问题与端点条件 

从加权余量法的观点看 ，边界元方程组是通过取一系列权函数而得到的。在 SBEM 中， 

将权函数取为 Laplace方程的基本解，这是导致角点问题的根本原因。边界元法以边界节点 

处的未知物理量作为求解对象，当权函数取基本解时．权 函数序列完全由边界节点所决定， 

即一个边界节点对应于一个权函数，从而使边界元方程组的阶数与边界节点总数相等。当每 

个节点仅有一个未知量时，边界元方程组的阶数与未知量数相等，方程组可解。但在角点作 

为节点且该处未知量不止一个的情况下，由于未知量 邑数大于边界元方程组的阶数，使得方 

程组无唯一解。这就是所谓的角点问题。只有对角点作某种处理以获得所需数量的附加方程 

· 收文日期 l992—0l一06 

高等学校博士学科点专项科研基金资助课题 

http://www.cqvip.com


第l6卷第2期 云正清等： 一种新的样莽边界元未 l27 

之后 ，才能使原边值问题可解 

应当指出．并不是所有作为节点的厢点都会产生角点问题。 

样条函数灼端点条件，是在插值意义下保证样条函数唯一性所不可缺少的。就常用的三 

次 B样条函数而言 ，若节点数为 + 1，样条函数的自由度将为 +3．因此，除了要给定 

+ 1个节点灿的型值 ，还必须给出两个端节点(即端点)处的所谓端点条件，方能获得唯一确 

定样条函数所需的 -t-3个线性独立方程： 

在 SBEM中，角点均作为样条函数的端点 ，这就涉及到角点的处理和样条函数端点条件 

酊确定两个方面的问题 。 

现行的 SBEM，处理角点问题有近似法(如节点分裂法)和精确法两类方法口 ．但后者并 

不能处理所有角点问题 ，例如，前点两侧均为第一类边界条件且在角点处边界位值不连续的 

情形 。至于样条函数端点条件舶确定 ，则取决于作为端点的角点两侧的边 界条件。仅当角点 

两侧边界上均绗定笫：=类边界条件且在m 处边值为有限值时．才能求出精确的端点条件 

对于其它情形则近似lK自然端 电条件． 令样条函数在端点处沿边界曲线的二阶切向导数 

为零 。角点问题的处理和样条函数端点条什的硫定将使 S13EM 的计算步骤复杂化 ，且在只能 

用近似法处理角点和确定端点条件时，也要增大数值解的误差。 

2 新样条边界元法 

2．1 边界积分方程 

考虑二维 Laplace方程的边值问题 

； 0 ∈ o 

= Ⅱ ∈ 

q： ∈ 

式中，9为场域 ； 十 = F为 0fI勺边界，如图 l所示。 

根据加权余量法的基本公式 

』 ma。十 等一 ；o’ 
将权函数 m取为 Laplace方程分离变量解的线性无关项，即 满足 

， 0 

于是式(2)简化为 

图 J 场域 

(2) 

(3) 

(b f 一 1 dP=0 (d) 
J r1 I f 

这就是边值问题(1)的边界积分方程。由于此时的权函 

数 与边界节点无关，从而不会出现角点问题。再则权 

函数序列 ， =l，2，⋯，)为无穷序列，无论样条函数的 

自由度为多少，总可以选取同样多个权函数 ，从而保证边 

界元方程组的阶数与未知量个数相等。 
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2．2 三次样条函数 

在闭区问[一 2．2]上定义三次函数 B(z)，即 

疗( )= 

∈ [一 2，一 1] 

2-∈ [一 1，0] 

z∈ [O，1] 

∈ [1，2] 

[一 2，2] 

以此为基础 ，可以构造闭区问[̈ ]上的三次 14样条序列。将 ， 作均匀分划 △： 

△ ： ．= + H， = ( 一 )／Ⅳ， = 0，l，⋯ ， 

其 中，Ⅳ为分划数；H为步长m 表示第 个节点的坐标。[“，6]上关于均匀分划 △ 的三次 B样 

条函数序列为 

B(x)= 一m】，一一l ．．，M，M十 } 

记 Bm(x)=B{x_舌 一ml， m：一l，o，l，⋯，M+l 
图2示出了 B(x)的结构形 ，队中可以看出 B． (x)的正支集性 ，即B ( 仅在子区间[x⋯ ， 

x一 ]c [a．b]上有定义且其值是非负的。Bm(x)还具有直至二阶连续的导数，有较好的光滑 

性 。 

， 图 2 B( )的形状 

B(x)是[a'b]上关于分划 △ 的三次样条函数空间的一组基，因此，关于分划 △ 的任何 

三次样条函数 s(x)均可表为 

( )= ∑ d一凡(z) (5) 

式中，n⋯ 表示线性组台系数 

2．3 新样条边界元方程组 

利用一、二类边界上的已知函数 、i，可将边界积分方程(4)改写成 

n一 警m： 一 警 ㈣ 
式中，待求量 、 已移至等式的左端。 

先按所给边界条件的不同将 ， 分成 =』 和 n = 两段；如果 、 上有角点的话， 

还斋以角点为端点 ，’ 、n各自分成若干段。为方便起见(并不失一般性)，这里设 n、 是 

光滑的 

由 于三次样条函数定义在直线『罚区问上 ，因此只有j悔曲线边界 n、n 分别变换成直线 

段后才能在其上构造样条函数 本文采用参数化方法来实现 曲线到直线的变换。 

) )  
Z 

+ 一 

；、 ；、 

2  4  1  

十 一 一 一 0 

3  3  

2  

{ (  
2  

+ 

2  
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设 ( = l，2，下同)的参数方拦为 

： 一 ( )， = (“)， ∈[ ．6。] 

并且由于 

dzt— i ( )drt，d 一 ( )d 

有 

dF,= 二=- = r干百研 幽 =最dfI 

式中， 一 v，[ ( )] 十 [ ( )] ．这样，式(6)被变换成 

“ 一 “ 

一 r ；鸲 d 一 “) J
。? J —i ，，儿 

设[ ]的均匀分划数为 M-，jE上的三次拌条函数写成 

(“)== 一 耽 ( ) 

用 分别代替式(7)中的待求量 ，即令 

把式(8)代入式(7)，经整理可得 

式中 

)= -( )=∑以～ eL(t ) 

Ⅳ ?一 I 
． 

)： (b)= ∑ ． 础(f ) 
一  J 

[q 刚[：=]一 

∽)[ 。(tj “ ul(fJ) dt。 
J ·I 

(8) 

(9) 

帆=』： )[ (f_ “ uI(fn)] 
A 一[“i，⋯t曲 一 ] 

A =[“ 一⋯一 一 ] 

R。： l([ (t．j黝 (【_)等(tt)SJffIl J 2 J aI _】 
在式 (9)中．A 和 A 是待求的，它们分别有 M-+ 3和 + 3个元素 因此总的未知量数为 

N — M + M + 6。 

令 i— l，2，⋯，N，即取权函数序列中的前 N项，由式(9)可以得到 NSBgM 的N阶方程 

组 

s 

[：=]= ] (10) 
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求解式(10)即得 A 干̈ A 中的各个线趾组台系数 再将它们代入式‘8)便得到边界 rJ
、r2上 

的待求量 q和 u．域内物理量的求取与~gBRM 相同，放不赘述 

3 关于解的唯一性 

插值意义下样条函数的唯一性证明，见文献I 。 

本文在逼近I仑 意义下运用样条函数，故有必要考察式(1 0)的解的唯一性 。为此，需要 

证明式(1 0)的系数矩阵是非奇异的。采用反证法证明 设系数矩阵是奇异的，则其诸行向量 

为线性相关，即存在 Ⅳ个不垒为零的常数 q( = l，⋯，Ⅳ)，使 

∑ [ ]=0 

其分量形式为 

f“( 十⋯+“ ) 雕df】一0， l，⋯，ⅣJ-t-l (11) J
_| ’⋯  

和 -舢
T,T ·～ 警 m=一 ”，M +l 

因 8-> O，雕 ≥ 0，由 分中值定理得知．对于式(1 J)，总存在 {C- ( bt)，使得 

[ -({)十⋯ 十 (；)]l 8 ,91d~L=o，m一一l，⋯，M -I-l (12) 

注意到积分l BLd．( (m一一l，⋯，M -I-1)不恒为零，必有 

J({)-I-⋯ -I- “ ({)一 0 (1 3) 

但依假设“ 是 La1)lace方程分离变量解的线性无关项”，对任何 {∈ (“，6)，式(13)不可能成 

立。唯一性 由此得证。 

4 算例与结论 

4．1 算例 

4．1．1 求解边值 问题 

f 一 0 ∈ 0 

l “= 0 ∈ ，-I，n 

l“= sln,'~x ∈ n 

【Ⅱ= P sin C- 

式 中，D为单位正方形．如图 3所示 。本例位函数解析解 

为 “一 sinaz· ． 

y 

1 

0 

圈 3 方形场域 

表l列出了相同分划下用SBEM和 NSBEM进行计算的结果。在用SBEM时，角点用精确 

法处理 ，端点条件取为 自然端点条件。由丧l可知，NSBEM有较高的精度，CPU时间亦较小 。 
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CPU时间(s) SBEM 

NSBEM 

2．80 

1．61 

4．1．2 柬解边值 问题 

f 。 
‘ 一 l ∈ 

2 ( )．∈ ’ 

这里的口及边界均与前倒相同 解析解为“：吾cB { 】．在用sBEM计算时-以切去角点 
法处理角点并取 自然端点条件。在相同分划下的计算结果见表 2。 

表 2 计算结果及 CPU时间 

由丧2可知，SBEM的误差在角点(即图3中的坐标原点)附近很大，这是由于不能用精确 

法处理该角点所致。与 SBEM相比，NSBEM的各点计算结果都要好得多。 

d．1．3 求解 混合边值 问题 

f “一 0 ∈ 0 

恤：／= 
式中，0为图d所示的l／d椭圆与两坐标轴围成的区域。椭圆方程为 

1_d = 1 00 1 椭圆形场域 
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分别用 SBEM和 NSBEM求解 ，结果列于表3【角￥析解见文献[5]) 

表 3 计算结果及 CPU时间 

5 结 论 

本文提出的新样条边界元法·既不存在角点问题和奇异积分 ·也无需处理样条函数的端 

点条件 ，使得前处理工作更简单。算倒表明．NSBEM 有计算量小和精度高的优点。NSBEM 可 

以推广到三维场的计算 ，其有关内容将另文发表。 
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