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8 ‘ 域外样条边界元法(I) 
An Outside-Domain Spline Boundary Element Method(I) 
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弋 

墒 要 在场域外选取辅助边界，提出了计算二雏静态场的域外样条边界元法，并以实 

侧计算说明诫方法的特点和实用价值。 
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ABSTRACT In this paper an outside-domain sptine boundary element method for the~dufion 

of 2D s协tic etectromagnetic field problems i8 put forwo~l b selecting 8u】【iⅡary boundary out,de 

the problem domain．The characteristics and pracl~ value ofthemethod 8” showed with examples 

of oomputa~on． 
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0 引 言 

利用B样条函敦良好的敦值逼近性，用很少的边界单元和节点描述曲线边界和复杂的 

边界条件，由此而形成的样条边界元法(SBEM)，保持了均匀媒质中场矢量应有的连续性，在 

实调计算中获得了令人满意的效果“]。但文献[1]中矩阵元素计算公式较复杂，这突出地反 

映在奇异积分项的计算上十分繁琐，如果将这个方法推广应用于端泷问盟，计算难度和计算 

量的增加将会更加明显．针对上述问腰，本文拟对文献[1]的SBEM加以改进，提出域外样条 

边界元法(OSBEM)，并以实例计算来说明它应用的特点和实用价值。 

l 域外样条边界元方程 

f l-I一， ∈口 

J J —11． 
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按加权余量法形成的相应边界积分方程为 

。  

B =』，c，耋一 ~)dr--』 口 ㈣ 
其中i是观察点P 所在位置。上式表明，口域(含边界n 上任一点R的位值％，可以通过口域 

内场源及反映域外场源影响的边界条件积分求得．当以二维拉普斯方程基本解为权函数 

F一 一 n (3) 

= 一  

aR

o'1 
㈤  

‘ 

其中 R为源点到观察点 的距离 I再l，且 

；  ． i： ㈣  

角如图1中所示 a ．此时，(2)式表选简洁，系数 易于确定，但因观察点通常选在边界 ， 

上 ，R可能为零，这就导致了奇异积分问腰。若将 Pd点置于 口域外．外法线方向 i仍取从 口域 

向外，如图 l中所示，采用(2)式计算， 将恒为零．将(3)、(4)式代入(2)式，可得 

l r~[nRdr一＼r 一r—I Paid (5) 

图 1 场域 内外的参考点 图 2 单元划分爰局部坐标系 

(5)式即为域外边界积分方程，它通过域外参考点建立了场域边界上位和位的法向偏导 

数与域内场源之间的关 系，因其中R恒不为零 ，不再台有奇异积分的问题． 

对图 1中口域的边界 ，进行剖分。设剖分得 M个边界单元．在第 f号单元设立局部坐标 

V0f W，将区间 o， ．]划分为 分，并将单元样条插值的端点条件按隐台节点计入，刚l单 

元共有 + 3个计算节点，如图 2所示。于是，对于域外某一观察点 Pi，(5)式可写为 

耋』，qlnqlnRdF一妻』 告一，=』 nRdD ∑I 一∑ 告一，=I ●-1 4 一l。 f一 ’ (6) 
在局部坐标V0f W中，可徽函数 ，(I，)能表示为三次 B样条插值函数 

)= 
．c， ‘百V)=[ (詈)][c] 

式中 ( )(J=一1，0，．．·，Ⅳ』+1)是f单元上三次日样条基。将型值点条件黾( )=f(Vj)(j 

一 0，1，⋯，N )及端点条件 ( )一厂( )“一0，N )代入上式，解得待定系数[c]矩阵，则上 

式可表示为 

岛( )一 [ ( )] [ ( ) 
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其中 [ (詈)]一[ — (鼍) ( )．．·蛳(詈) + (善)]； 
Es]一 [肼厂( )，( )，( )⋯，( )̂f厂( ) } 

] = 

l 0I 如 O 

l／6 2／3 1／6 

0 116 2／3 116 

dJ d2 d； 

当端点条件取 ( ．)一f(v．)时 ，d．= ％一 1，口2一一 2． 

于是， 单露上的位函数 、位的法向导致 一 ／a‘以及f单元的边界 能分别表示为 
如下样条插值函数 

f )=[ (詈) 

{ 一[ (詈) 

【 )=[ ( 

] ] 

] ] 

] ] [ ] 

Jill 

∑ ] ]一∑ ][” ]一Bi 
●一 I f一 1 

其 中 

(8) 

(9) 

]一 Eq,H ql,o⋯⋯ ． q~,Ni+，] } 

[ ]一[ ．一l Illf．。⋯⋯ ． lil,．~j+I] f 

Eg,l= gr ⋯．-gl, 乳 + ]} 

[ ]= [ ．一lq．0⋯⋯ c【． 嘶． + ]f 

乳 一
．薹．c薹『==+1体c - 厕  dV · 、 

= 壹．(~互Z--z』==v=+l体c V)· · 
I ， 

鼠一∑ I。，·lnRdD 
式中 口__·~--E．q-。中第 -行第 1列元素，M 为 口域中含源子域剖分的三角单元总数． 

选择与边界节点未知量总数相同的域外观察点 Pi( ； 1，2--_·，NN)，可 得到 NN个形 

如(9)式的边界元方程，将它们联立写成矩阵方程 

0Q— CU — B (10) 

代入边界条件和端点条件．整理后就得到 ⅣⅣ阶域外样条边界元方程 

AX — F (11) 

2 几个有关问题 
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2．1 域外辅助边界的选择 

域外观察点位置选择的方式不同．其对应 的边界元 

方程将有不同特点 。为使观察点选择方便．易于为人们掌 

握 ，本文采用了 Kuprad~ 法It3． 

若场域 D的边界 ，划分为 Ⅳ 个单元，每一单元确定 

M + 1十节点，按照 Kupradze方法 ，在 口域外取一与 ，相 

似的辅助边界 ，边界单元 f到对应辅助边界段的垂直 

距离为 ，在辅助边界段上也相应确定 Ⅳ【+ 1个节点作 

为域外观察点 P。．如图 3所示。 

^； 二 ： = =  

则有： V一。= ， +-一 —V~丁--=A V,v一_t 
i 一 ^  J 一 ^ 

然后再令 ( 一-)= ( ¨)一 0．计算中，本文取 =̂ 

i／2，算得(7)式 ] 矩阵中元索 -一一 2，m— l，口 

W 。 

● 

0 ． r1广_1 、 
一 ‘ 

圈 4 瑶仲 簟 区闻 

一 0．实例计算表明，延伸处理方法比自然端点条件处理方法有利于提高升薄精度． 

3 分区均匀媒质中的域外边界元法 

在媒质参数分别为 和 的子域 和 中，用 -和 

分别表示它们的位函数， 为两子域的分界线，外边界为 ，一 

n + ，如图 5所示。 圈 5 分区均匀煤覆区域 

将分界面上的交界面条件 一№= -蠹一一 曩一 分别作为口I和口l域在 
上的边界条件．设 n— + ， = + ，可以分区建立两个边值问题． 
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+ ： f—xt#x 十 

l l 

抽 l l 
。 一  

一 ， 鬻～=击 ， 
磬+磐：f一21l~2 十 

l 1 

t 

∈ 口1 

∈ n 

∈ 

∈ 

∈ 

∈ 

∈ 

=  ， 一  一  
1
“ ∈ 

(12) 

(13) 

为分析问题方便，设 ^=^= 吼对应于(12)和(13)式，有边界积分方程 

等芸ar+』 等芸ar— -nRdr+』 嘉 nRdlr' c-t 

等差ar．+J． 等差ar=J． h劂r+ 差h劂r c-s 
对子域 和 的边界进行剖分，设 n 分为 -个单元，Ⅳ。个节点} 分为 个单元，Ⅳ，个 

节点· 分为J!lf一个单元，肌个节点。通过单元样条插值，按照前面的方法可建立域外边界元 

方程 clUl 4-q矾 ．_ G Q 4- G 。4- (16) 

G + c 一 GzQ 4- G 4- (1 7) 

其中 矾 、 和 u 、 分别为 0t区和 区在 r．上的位和位的法向偏导数矩阵。将 上的交 

界丽条件 U = = Uc 岛Q =一 岛 = qc (18) 

代入(16)和(17)式，将这两式联立 

。Q IF '-"l-[ G — — — 

即得分区均匀媒质中的域外样条边界元方程。其中 =q。／,6。， = G 。／ ． 

t 算例分析 

l’1 计算圣解问题1 

r =0 ∈口． 

卜 0)=cos詈 ( )=e 罟 ， 

1．_。一妾 =0 

(19) 

图 6 区域边界及辅助边界盘1分 
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以角点为单元端点．将图6的场域边界分为4个单元，每单元4个节点作样条插值：取 
；  ／2作辅助边界。将本文0sBEM与24节点LBEM以及总体自由度为7×7的有限元法计 

算结果误差列于表 l中进行比较．表中 和 分别表示位和场强 分量的总体计算误差。在 

cpu ~(VAX—I微机)基本相同情况下，0s删 比删 盥 的计算精度高出近一个数量级． 

表 l 计算误差比较 

I．2 计算定解问韪 2 

煤质参数 =co， ；2O 

： 

圈7 分区均匀媒质场域 

以角点为单蛸点对图 7场 区进行边界 

和分界线单元剖分，每个单元按等距划分为 

4个节点 ，取dI=h·／2分区建立域外辅助边界 

广和 广，如图8所示。按本文方法计算的总体 

圈 8 场域边界及辅助边界单元制分 

表 2 计算误差 

苎苎互釜 !堡 竺墨． 墨 
蝴 肼 0．67I7 2．6I65 卫 6552 

误差列于表 2中，媒质分界线上位的法 向偏导数值列在表 3内。可见初咯剖分后的计算精度 

仍比较高，分界面交界条件能很好满足。 

表 3 媒质分界线上位法向偏导数 
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1．3 求介质中电位分布的算例 

如图曹(口)所示同轴电缆， =5 mm，岛 一10 mm，u=100 V，求介质中电位分布。 

由场分布的对称性，可取图 9( )中八分之一为计算区域，对应边值问题为 

V = 0 ∈ 口 

],--5=一100，"l，．1o==0 

耋1 = I⋯·：0 磊 o l 
按角点将 口域边界分 为四个单元，每单元 3节点，按 

而一 取域外辅助边界 ，如图9(6)所示 。表 4列出了计 

算误差比较情况，可见采用初略剖分 ，对于曲线边界问题 

本文方法运用也很成功。 · 

表 4 计算误差比较 

5 结束语 

y 

图 9 同轴电缱剖面 

及其计 区域边界剖分 

本文提出的计算二维 电磁场的域外样条边界元法， 

既保持了文献[1] 计算精度高，场量整体逼近性好等优点，又具有算式简洁，计算量 

小．便于掌握等长处，是一种值得推广应用的计算方法。 
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