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摘 要 通过引入媒质的二阶特性系数张量，建立了各向异性媒质的静电场定解问题 t 

利用加权余量法导出了各 向异性问题 的边界积分方程，扼出了二维和三维各向异性问题的 

基本解，最后给出了一个各向异性 的二维算倒． 
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ABSTRACT The boundary—value problem for the~lectrostatic field with anisottoptc media l晕 

form ulated on th e bBs of intred ucln8 the medium property coefficient tensor ．The boundary integral 

cquatioBs for th is problem are ded uced by th e weighted  residual mcth ~ ．The elementary solutions to 

th e two-and 恤 胁 dimensionaI ani~ tropic problems are derived．A two dlmenskmal e】【̂m with 

antsottopicmediais Biven- 

KEywORDs electrostatic fields／boundary elementI anisotropy 

l 定解问题 

对于静电场问题 ，有 

E 一 一 Vu (1) 

V ⋯D P (2) 

其中，E为电场强度矢量；D为电位移矢量，“为电位函数，p为电荷体密度。 

在各向异性介质中，D应是 E的函数，即 

D — D (E) 

若介质是线性盼，可将D的每个直角坐标分量表为E的三个直角坐标分量的线性组合形式 ， 

这里坐标变量 x,y、z分别用 x 、xl、x 代替 ．则有 

； ∑ 巩 (』=l，2，3) (3) 
●一 J 

式中的 是二阶介电系效张量 ；的各个分量，它们决定各 自异性媒质在各方向上的性质。如 
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果 =e,j，则二阶张量 ；是对称的。二阶张量 ；可写成并矢形式 

．_∑ Jn (j，k=l，2，3) (4) 
J·● 

其中，eJ( )为 j(k)方向的单位矢量。 

应用式(4)，可将式(3)写戚 

D 一 }·E (5) 

将式(1)代入式(5)，可得 

D = 一 {· u (6) 

再将式(6)代入式(2)，即得各向异性媒质静电场问题的制约方程 

． 
· (；· )= 一 p (7) 

设口是以r为边界的求解区域，r包台有第一 二类边界条件的两部分边界 rI和 ，即 

／I= rI+ ，并记 

口= 一 n ·D — tl·(；· u) ∈ F (8) 

式中的 n为边界 r上的外法向单位矢量．于是t各向异性媒质的静电场定解问题表述为 
一  1 

一  · (；· H)= p ∈一口 l 

一 ‰ ∈ rl (9) 

- ．  1 
q— n·( · u)= ql ∈ Fz J 

2 边界积分方程 

用近似解 代替式(9)中的未知函数 ，由此而引起的制约方程、边界条件表达式的误 

差称为余量 ，它们记为 ’ 

、 髓 一一 ( ·(；· fi)+ p) ∈口 l 

一n．(i． )一q． ∈Fz f ‘ 0) 
R3= — ∈ Fl J 

在算子 一 ·(；· )的值域中选取某线性无关的函数序列{ml-_- ． }作为权函数序列，逐 

个对方程的余量置作内积，用权函数在第二类边界上的值 (∈r|)和权函数在第一类边界 

上的变换值 一 n·(￡· ¨)(∈Ft)分别对边界条件的余量R2和R。作内积，井夸这些内积 

(Rp每种余量的加权积分)之和等于零，即得各向异性问题的加权余量法公式： 

< l， > + < ，吼 > ，．一< ，，n·(；· 讪)> = 0 (11) 

将式(1O)代入式(11)，得 

-

I 吼‘ ’({·V&)dm-j pond@+J r． ‘( ‘ ) 、 
一 I~q．dF—f n·( · 畸)dr+I uIn·( ·V~)dF一0 02) J 0 

由于 ·[ (￡· )]= -( · )4-q ·(}· ) 
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· (i· )]= ·( · q)+ ·( · q) 

两式相减得 

· [ (；· )]一 · (；· )]= ·(；· ；)一i ·(；· ) 

+ ·(；· )一 ·( · ) (13) 

再考虑到 i为对称张量时应有 

· (；· )= ·(；· q) 

则式(13)简化为 

· [ (；· )]一 ·瞄(；· )]=m ·(；· )一i ·(；· 饵) (14) 

对式(̈ )的两边在闭合边界 r所包围的区域 Q上求体积分，并应用散度定理，得 

f ．Ii． )d口-f ．(i． )d口+ m“．(i． )dr J口 口 J， 
一  “·(i·V~)err 

将这一结果代入式(12)，经约简写成 

f n·(i· )dr一』 t．·(i· )dr-S r+f r_· n·( ‘Vea)d_r 
一 J。荭 ‘( V~)dQ+J。脚d口 (15) 

若选取权函数 使之满足如下方程 

·(；· )= 一 (r— n) (16) 

由式(15)就得到 ￡为对称张量的各向异性问题的边界积分方程 

q 一J "·“‘(i· ) +J “‘( ‘ )·cr J，_ J rl 
一 』 n·(i· )dr+f rt r+』 ‘17) 

其中 

3 基本解 

∈ 口 

∈ ，(假定为光滑边界) 

口U ， 

对于在 蛔r平N_h考虑的、；为对称张量的二维各向异性问题．式(16)可以写成 

+ + 挚=一 一 c， 
将式(18)的坐标作线性变换，先进行坐标轴的平移变换 

z一 + 1 

+ j 

(I8) 

(19) 

2  

1 ／ O  

I  

，● ●● ●J、 ● ●【  
一 
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刚式 (18)可写成 

要 +2e,,r丽o~etoi+ ， =一d( )d( ) 
再作旋转变换，假定坐标轴 o ，or' 按逆时针方向旋转 0角变为坐标轴 一， 

对于上述旋转变换 ，有 

占(一 ) ( )= 占( ( ) 

故式(2O)变为： 

+2 -t"al,象一 ) 

(2O) 

(2i) 

其 中 

口儿= 。。0嘣 + 。 n20+ si 0 1 

啦2=。-对n 0一 I2一+。 。。 l 
= 一 { n2。 cos拍+{ sin2口l 

令 o t等于零 ，可求得旋转角度 0为 

忙  1 (22) 

这样 ，式(21)简化为准正交各向异性『可题的方程 ： 

斗  o~eto；
—一d( )d( ) (23) m j 寸 ” — 一d ‘ ) (z3) 

最后再作变换 ； 

=  

、 

一  n J 

可使式(23)简化为准各 向同性问题的方程： 

(挚+等)= ) 
据此我们可将 看成 由线电荷密度为 l的、垂直于扣 平面且位于点(O，0)的一无限长直线 

电荷在介电系数为， ： 的均匀介质中产生的电位。它应为 

一  

1 
“ - 

其中 = 

而由上述诸变换得到 

于是有 

t肌 

略去上式中的常数项，我们将式(18)的基本解写成 

(州 )= 一 1

ij  n 2 k 一 0一 ．) 一2 一目)( — ．)+矗一百_==i)I(25) 

对于；为对称张量的三维各量异性问题，式(16)可表示成 
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“ 一蚤蚤 暴 一m-一枷(z2一枷(≈一 ) (26) 
其中， 一 ￡，4 一 ￡．， 一 ，吐 =乳， 一 ，喝一 Zi,ë =k，￡"一 ，￡” k，￡l±一 ， ，= 

'￡n 一  · 

类似于二维问题基本解的推求方法，可以得出式(26)的如下基本解 

毗(￡，，， )一 [( 一 )0一 ≈) 

+ (ke“一 )( 一 ) -4-( ￡ 一 )0 一 ≈) 一 2(～ — ^。)(￡一 ￡
。)( 一 ) 

一 2( 一 )0 一 ≈)(2— ) 

一

2( 一 。qk)( 一 )(2一 )]一J 

4 算 例 

为了便于进行误差比较，作者构造了一个有解析解的各向异性二维静电场边值问题， 
其求解区域口是由边长分别为a、6的四段第一类边界 、订、订、门)围成的矩形(如图所示)， 

该边值问题表为 。 

其中 

． (；． 。)一0 

。 = 咖 ( 唧) ( ) 
． f 硎 1 f— sinO l 

”一咖【 叫Bh1 叫 

” = 咖 ( 
” 一  ( ／1姐( 瓮 4~， I 4 啦 ／ 

∈ 口(0<  < 4，0< < 6) 

∈ (￡一 0，0≤ ≤ 6) 

∈ 订(0≤ ￡≤ 4，，= 0) 

∈ 订0— 4，0≤ ，≤ 6) 

∈ (0≤ ≤ ) 

；= ‰嚣+ ．j+ 茹+ ( 一 )I 

一 专 
l 叶  ’̈  。l 

8±一 ￡—曲1 口一 2口+ 。∞ 口． 

上述边值问题的解析解为 

。c t = stn( )出(=：—! ) 、 4~，函 ， 、 d√d! 矩形求解区域 
甩本文方法计算时，取 4=6= 1。k一 5 e口，如 = = ， 一 ，将整个边界 r； 

十砰+n十 均匀刮分为80个恒值单元。25个内点电位的计算结果、理论值以及计算误 

差，如下表所示 ． ’ 

http://www.cqvip.com


重 庹 大 学 学 报 1998年 

计算结果及误差表 

5 结束语 

本文表述的静电场各向异性 定解问题和边界积分方程建立方法，也适合于其它一些电 

磁场各向异性f回题 ．本文中关于各向异性问题基于解的推导方法可移植于力学各向异性问 

题基本解的堆导·文中所构造的、有解析解的二维各向异性算例，可作为数值方法计算二维 
各向异性总理的验算模型． 
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