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擒 要 定义 了一种偏离 Kuhn—Tucker三元点的度量 函数的基础上．对一般连续可微 

非线性规划提出了一个新 的全局收敛算法。利用这个算法在获得问题最优解 的同时，还得到 

了与最忧解相应的Lagrange乘于。把这种算法应用于二次规划 ，得到了二次规划的一种新 的 

迭代法。最后给出了一个计算实例。 

关键词 偏离Kuhn—Tucker三元点的度量函数；全局收敛{可行域；垂直射影 
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ABSTRACT A new globally Convergent algorithm was presented for a Continuous differen— 

tiable nonlinear programming by defining a mea“ re function deviating from the Kubn—Tucker 

point．W ith this algorithm which can be used to gettheoptimum solution ofthe problem ，the optimal 

lagrangian mukiplier eorresgonding th e op timal so lution of the p~oblem was also obtained·A new it— 

erative algorithm for quadratic programming is obtained when applying the general algorithm to 

quadratic programming．Finally，a numerical example was given． 

KEYW ORDS m~tsure function deviating from the Kuhn-Tucker triad point!global convcr 

gencc；feasible region；vertical prejection 

0 引 言 

考虑如下非线性规划问题 

rmin ， ) ∈ 

(NLP) s．t． z)≥ 0， i= 1，⋯ ，m 【1) 

【 ，̂( )= 0， j— l，⋯ ，f 

其中 ，( ) (z)，i_- l，⋯， { ( )，j_- I，⋯， 都是连续可做 函数，约束规格(constraint 

qualification)假设为t起作用约束的梯度向量线性无关。 

记 一 【 ．⋯ ， ．) ∈ ，∞一 (∞l，⋯ ， ) ∈ ， ： ( I'．．·， ) ∈ ，"： ( ， ， ) 

∈ ．为方便起见，把 ”简记成 = 【 ，m， )． 

* 收文 日期 l帅 l一06—2 

http://www.cqvip.com


l26 重 庆 大 学 学 赧 

问题(1)的广义 Lagrange函数为 

(”)一 ，(z)一 g(r)～ ，̂ (r) (2) 

这里 g(z)一 (口-(z)，⋯ ． (z)) ，̂(z)= (̂l0)，⋯ ，h c(z))． ’ 

点 ”∈ 是问题 (1)的 Kuhn—Tucker三元点。(Kuhn—Tucker triad point)的充要条件 

是 ： 
n  

l (“)一Vf( )一∑“ (z)～∑ (z)=0 
} I 】 一 l 

I )≥ 0， i= 1，⋯ ， 

1 A ( )；o， j：1，⋯，￡ (3) 

r 0)．-， i宣 l，⋯．m 

l n ≥ 0， i： 1，⋯ ，m 

定义如下嗣效 

0“)一0 ， ． )=IIVzL( )ll 。∑[ (z)+ ] (4) 

其中 q+一max{0 )．显然口( )是个连续函数。记 ={z∈ (z)≥ 0，；一l，⋯，m；hj(z) 

= O·J一 1．⋯，f}为原问题(1)的可行域 。假设 s是闭集。下面的结论是明显的。 

引理 l 若 = ( ． ， )∈ ，z∈ 且满足 

口 )一 0 (5) 

则 Ⅱ一 (z，∞， )是问题(1)的Kuhn—Tucker点，反之若 是阿题(1)的Kuhn—Tucker三元点．则 

必有 z∈ s且(6)式成立。 

以上结论正是我们以下算法的实质．求解问题 (1)转化成寻找 口(“)在可行域 中的零 

点。我们把(J)式定义的函数 口( )称为偏离 Kuhn—Tucker三元点的度量函数。因为若 z∈ ， 

"不是 Kuhn—Tucker三元点 ，则 口 )> 0，若 z∈ ．̈是 Kuhn—Tucker三元点，则口( )一 0．因 

此 口(“)反映了 点偏离 Kuhn-Tu~ker三元点的程度。 

1 算法及其全局收敛性 

定义 l 设问题(1)的可行域是闭集，对任意 ；∈ ，子问题 

专如一 一 (6) 
L ．￡． ∈ 

的最优解为 ；‘．则称 ； 为 ；在可行域 8中的垂直射影。 

定义 2 若存在连续函数 ( )： “一 “使得对任意 ∈ 有 

( 一 n) ( )≤ O(u )一 0(") (7) 

则称 (”)为 (”)在u点的广义下降方向。 

特别地取 Ⅳ 一 ‘∈ ’(Kuhn—Tt~cker三元点全体)，则甜“‘)一0，对 ∈ ，若 ( ) 

存在，则(7)式可以简写成 

(” 一 ) (̈)≤ 一 00) (8) 

若 n K ，且 ∈ 时 ( )> O，由(8)式知 (”)≠ 0，这保证 了后面算法中的 计算有意 

义(参见(10)式)。 
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如果 口“)是连续可微的凸函数时，必然存在 ( )使(7)式成立，事实上 (”)一Vq(u) 

满足要求．即 

( 一 ) 口( )≤ q(u )一 口 ) (9) 

下面在假设问题(1)的函数 口 )存在广义下降方 向条件下，设计了问题(1)的一个比 

较一般的迭代算法。 

算法 1 

1)给定 ￡> 0．任意初始点 ∈ ．令 k：一 0． 

2)假设已得到 ，如果 q(u’)< ．停止 ，否则按下列步骤计算 “ 一 ( “． “． -) 

一 Q(u )／ll ( ) (10) 

I． 一 一 ( ) (儿 ) 

3)求解如下搬值子问题 

lm1n ÷(z一； ) (z一； ) 

1 ． (z)≥0， ；1'．_．，m ( ) 
【 (z)一 o，J一 1，⋯， 

得到 ；” 在可行域 S中的垂直射影 ；” + 

4)夸 一 (；．+1， ，I． )， ：一 k+ 1，返 回 2)． 

算法 3)的作用是明显的．将可行域外的当前迭代点II“投影到可行域中。如果点 在 

可行域中，则其投影；” 一i ．这样算法产生的点列{ )包含在可行域中。我们对可行域作 
一

个要求，假设它满足如下性质。 

(As) 若 ；’是 ；在可行域 中的投影，则 

ll；‘一z11≤ 忙 一 V ∈s (13) 

如果 是闭凸集，则(1 3)式 自然成立。 

引 理 2 假设问题 (1)的可行域是闭集且 满足性 质(13)．设 ‘∈ K’(I,-1题 (1)的 

Kuhn—Tucker三元点全体)，“。∈ 是任一迭代初始点，{ )是算法 1产生的序列，且 舌 

，则 

1) ll ” 一 ll ≤ lI,e一 }1。一 0( ) (14) 

2) l “ 一 Ⅱ ll ≤ ；Ix 一 ‘ (15) 

证 1)由(8)．(10)．(11)三式得 

ll +‘一 ll。一 l} 一 ’一 ( )ll 

一 ll 一” 2d*( 一 ) ( )+ ·ll ( )ll 

≤ ll 一 “ 一 2,~'q0x‘)J。( ) ·ll ( )}1 

：
ll 一 ·ll 一 2at ( )+ ( ) ．5 

一 ll 一 ‘ ( ) 

2) + 一 (；|+1． +l， )，"．+l一 ( “， ． )． 一 ( ‘， ‘， )．；件 是 ；件 在可行域 

中的垂直射影 ，满足性质(13)．从而 

lIu·i-t一 一lj；件 一 十 ll五叶‘一 ’lf2+ l』 + 一 ‘f1 
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≤ I1 一 z 十 I1 州 一 + I1 州 一 ” lI2 

：  
件  一 “ 

推论1 在引理2条件下，有 

I1“蚌 一 ≤ ～ “‘ 一 ·口( ) (1 6) 

定理l 问题(1)的可行域是闭集且满足性质(13)，算法 l产生的序列{矿}，若在某一步 

有 口( )一 0，则 是问题(i)的 Kuhn一'I~cker三元点 ，若产生的无穷序列{ }n K‘一 ，则 

{ )存在收敛子序列，且任意这样的收敛子序列其极限点在 中，从而也得到问题的 

Kuhn—Tucher三元点。 

证 若 = ( ． ， )是由算法 1产生的点 ．则 z．是可行域中的点。如果Q(u )=O，由 

引理 l知 ‘已是问题 (1)的 Kuhn—Tucker点。若{ }nK =币，当然有 ‘}( )> 0，由(16)式 

知 

O≤ “ 一 “ 1I≤ 一 “ lI (1 7) 

序列 一 “‘lI)为严格单调下降非负序列 ，从而存在 C≥ 0，使 

limI 一 “。I1一 C (18) 

从而对任意 ．有 

C≤ 11 一 “ ll< 1I 一 I1 (19) 

记 )= (“)· (“)．其中d(“)一 ( )／II (“) ，由(16)式知 

0≤ T( )≤ I1 一 I1=一 1l“ 一 "’ (20) 

由lira( 一 “ 一 “ 一 = ～ C = O，再注意到(19)式可知 

limT(u )一 O ’ (21) 

从(20)式可知 )包含在有界子集{ ∈ 1C≤ 一“ ll≤ 一“。II)之中，必然有收 

敛子序列。设{ )为 )的任一收敛子序列，记Ijm 一 ，由(21)式得 

0= ( 一 1im m  。( ，一 (22) 

由于{ }包含在紧子集中以及 “)的连续性(定义 2)知{1I ( ) 是有界的。从而由(22) 

式得 

limQ(u'O 一 0 

再由 ‘}( )的连续性得 

lira = 0( )‘}( ‘)= O 

从而 ∈K (引理 1)． 证毕 

由于算法对 不作任何限制，从 R 中任一点开始迭代 ，算法都收敛到问题的 一 

三元点，从而算法是垒局收敛的。如果问题(1)的广义下降方向 (“)存在而且子问题(5)易 

解的情况下，算法具有迭代简单的特点，因而不失为一种较好的方法。特别是当约束是线性 

约束时，子 问题(5)是个线性规划问题，算法 1求解这类问题将是很方便的。 

但是我们也注意到算法依帧于 ( )的存在性 ，这无疑对算法的直接应用起了限制作 

用，另外算法步骤3)要求解一个子规划问题，在一般情况下，其工作量不亚于对原问题的求 

解。不过上述算法仍然具有积极的意义。下面我们用算法 l来求解二次规划问题 。得到了二 

次规划的一种新的迭代解法。 

／  
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2 二次规划的迭代解法 

考虑二次规划问题 

m in 
z
， + 6 + 

L ￡． Az== P 

其中 A是 m× 矩阵 ≤ ．rank(̂)： m， E P，P E R-，H是 × n对称矩阵 

上述问题的 Lagrange函数为 

L0)= ÷ Ⅳ -t-6 -t-C一 (Az— P) 

因此 

zL(u)= 肌 -t-b— A 

0(”)： ltVxL(u)ll 一 llⅣ — A p+圳 

显然 0( )关于 一 ( ， )是凸 函数 ，因而 (“)存在 ，即 

=  ，一z( ) ～ ㈦叫 
子规划 (5)可写 成 ‘ 

．  

m In{( 一；) ( 一；) ． ‘ 一 )。【 一 J 
Ls， Az=； P 

其 Kuhn—Tu~kcr条件为 
一 ；一 ArZ一 0 

Ax — P 

这里 ：表示 Lagrange乘子向量。用 左乘 (29)两边得 

A( — i)= AA ： 

再利用(30)式．从上述等式中解出 z得 

=一 (AA )一‘(P一 ) 

将(31)式代入(29)式得 

-  

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

： ；+ A (AA )一 (P一 ；) 

一
(，一 Ar(AA )一‘ )；-t- (AA )一Lp ” 

(32)式就是 i在可行域 { l ∈ ， =P)中的垂直射影。这样，从算法 l我们得到了如下二 

次规划的一种新的迭代解法 

1)给定 e> O，V  ̈E P ，令 ：= 0 

2)设已得到 =( ， )，令 一(Ⅳ，一Az){ J+b 
如果 ll一 < e，停止，否则按下述步骤计算 ” 一 (一 ， ) 
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3 数值例子 

这 里 

II／圳( II 
i件l： z．一 2d H 

_- l： + 2d*A 

求解如下二次规划问题 ] 

min，( )垒 zj_ 2zl+ j+ za一 2zl 2 

． t． zl+ + n — d 

2zl— 2+ X"3— 2 

一 (三 = 2 —2 0 -2 4 0 
0 0 2 

一  b 一  

这个问题的最优解是z’一f五21， ， 妻】． ． 
采用本文中二次规划迭代解法，结果如下 

EPS一 0．0000000001 

THE ITERATIVE POINT OF BEGINN1NG 

Oo一 (一 8．9000000 — 5．2000000 7．3200000 — 9．5000000 0．5000000) 

THE OPT1MAL SOLUTION：U．一 (1．9090930 1．9545470 0．1363602 2．6363580 一 

1．3636340) 

Q(U．)一 0．00OO00000O9 

其中 EPS— 是迭代精度，口( )J< EP日时巷_止程十 。U0是迭代初始点，矿．是计算最优 

解 ，U．的前 3个分量是问题的计算最优解．与 z 是完全相符的。 后 2：个 量是 最j 

L
⋯
agrange乘子值，数值计算结果表明算法是完壁可靠的 ’ 
- {。 

， ． ． ． ． 
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