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The Operator Solution of Liouville—Hill Equation and Its Applications 

谈 驶 渝 0 1 

(重庆大学系统工程及应用数学系．重庆，63004 4) A 
、 摘 要 对 Liouville—Hill方程 ．应用算子解法给出了级数解的递推公式，讨论 了级数余 

项及估计．从而得到 了解的存在和唯一性。进一步．讨论 了具有 阻尼项 的非齐次项 Hill方程 

的初值问题即受迫振动 问题 ，给出了级数解及收敛的充分条件。 ． ． ， 

关键词算子；塑堕 蹙；级数解；存在唯一性；收敛性 乙一 万习董 ， 
中国图书资料分类法分类号 O175．1 

ABSTRACT W ith operator solution．recursion formula of series so lution to Liouville-Hill e— 

quat~n is given．furthermore the pape r dise us．ses the remaindef term of the series and its estimation． 

and the existence and uniqueness of  the solution is obfianed．Next．we discuss the inital problem of 

the nonhomogeneous Hill equafio~with damping terms，which is a forced oscillation pro~alem．and 

the series sloution and the sufficient conditions of its convergence are also given． 

KEYW ORDS ope ratoriinitial value problem ；series solution；existence and uniqueness；con一 

1 问题的提出及结果 

考虑初值 问题 ： ”+ ( + ( )) 一 z(c) (O)一 a (0)一 (1) 

其中 >̂，d， 为实常数 ， (￡)，z( )为 V ∈ [0，-t-。。)的连续函数。 

设问题(1)有级数解 一∑ 则有 Lu0一z(f) L 一一Ru|_l ≥1 (2) 
Ⅲ  

及 f̂0(O)一 ， 0(0)一 ； ‰(0)一 0， (0)一 0 ≥ 1 (3) 

由此可得 (￡) “o— L-Iz(z)+ + 及 m+l一一 L一 m。( ≥ 0)，于是可得到级数解为 

一 ∑ 一∑(一1) (L一 )‘‰ (d) 
●一 n ⋯  

记 一∑ 及余项且一 ～ ．，可得余项的定解问题 
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定理 1．1 对问题(1)，若 (￡)、9(D为 t∈ [o，+oo)的连续函数 ，可求得形如(d)所示 

的级数解；若对任意给定的 e> 0，当 充分大时，一致有 
～  

I}矗(L 置)‘ “) = 0(e)， V ∈ E0，+ o。) 

成立，则有 I1月。 = O(e)；郎当 _一+ o。时 ．对 V￡∈ E0，+ o。)一致有 (L R)‘F一 0，则解 

存在唯一且有 l 。= 。此处 l】·If为某种意义的范数 

又由问题(I)有 

及相应的初始条件(3)，于是可求得 

一一 H 咖 去仁 ：。 ∞ ㈣ ‘ 
L J J 

‘ 

=一 一 0； 一 (一 i)‘一 (L一 ) ’ l 量≥ 2 

及 = ( )盘 ：(一1)’(L )卜 L 0 (7) 

其中有 ( 一 曲《；一 (￡)及 ( + )G； ( )+ ． 

定理 1．2 对问题(1)．若 ( )+ (￡)对 V￡∈CO++ ∞J是连续函数，则可求得级数解为 

式(7)所示且有递推让式(6)；若对任意给定的 > 0，当 a充分太时，一致有 

( 置)r 一 gGIf； O(￡) V f∈ E0，-t-o。) 

则有余项 IInll 0( )；而当 一+o。时，对V ∈CO，4-o。)一致有 (L-1丑) ‘ 呻 0， 

则解存在唯一且 lira 一 “ 

其次 ．我们有 。； ( )， 一一 一- ≥ 1 (8) 

这里 = 十 由上式及条件(3)，有 

0= 吼￡) = (一 1)‘( 一 ) D ≥ 1 (9) 

且有 

一 去{。。s n 卜咖 f cos f}㈣ 

这里 ‘ ) J 一 )d ·同样，我们有 ． 
定理 1．3 对问题(1)，若 ( )、g( )对 V ∈E0，+ 。。)是连续函数 ，则有级数解及递推 

公式 (9)或(10){若对 充分太的 #，一致有 ( 一‘ )‘ = 0( ) V f∈ (0，+ ∞) 

则II且II—O(￡)；即当 一+。。时，一致有9( )‘ — 0，则解(16)存在唯一且有 lira ．= ． 

注 若对 V ∈ E0， ]，0< <+。。，有 ( )Il< Ⅳ+忙( ) < ‘v， 、Ⅳ为大于零的实 

常数 ．则当 “一+ 。。时有 (L-I )‘Ie一 0，且定理 1的结论成立。又若对 V￡∈ EO++ o。)有 

)≤_lI，， ≤ ，则对绘定的 >o，若 >[jn ／Iln I]有胁(五一 p)‘G < ．特别 
地 ．若有 J三 J< 1．则当 一+ 。。有 ( ) G斗 0，即有 lim 一 ． 
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2 一类 Hill方程的讨论 

l 33 

这里．沿用前面的讨论．我们考虑问题 ： ；+ + (d+ 脚 s州) — Pcc~nt 

z(0)一 ， (O)一 b (11) 

其中 0是阻尼系数 ， + 为参数 ，当 一 为小参数，m一 一 l时 ，即为文[3]所时论的情形 。 

令 (1)一e--{ (￡)，则有 ( )十 ( -4- ( ) (1))一，( ) 

(O)一 ． (O)一 5 (12) 

特别地．方程(1 2)l~p为 Mathieu方程。上式中 

一 一d一÷c ； g一#comat； ，( )一 专 噼Ⅳ￡； 

I_n； 5—6+{一 

设有级数解 一∑ 则可得 

( )一hcosflt~专s_n +吉 ，(r)sin “～r)dr 
一

专妻 咖 ∽ 州 Ⅲ 
且有 

其中 

(￡)一n。sinflt+bocc~flt+e{ ( 口sin以+ 0cos ) (1 ) 

b ( + 月 )P ． 一 ( 一 )P 

咖一 一 F一 =硐 ’ =“一 r干i 二 

一 =丽 ’ 一 = 

于是由式(13)+可求得 (t≥ 1)及 ，( )．不难证明，当 ≥ 2时有 0≥ 2)为下式所示 

(1)一∑∑ (n~：Isin(．g+lm)t+ c∞(̂-．L． m) ) 

+e扣∑ 。． _n( + 珥 +dt．Jc噼(*+ha)t (1 5) 

式中，当 t≠一 l，0，l时 r—t一 2；当 一一 l，0，l时 r一 一 1，且有 

c⋯  】+2批 )+ 鲁： 

o 

c + z c ～ (： ； )+zc + c + ( -- ： b t ~ ) 

： 
= 0．j．⋯ ． 一 3 

(16一i) 

一 

；  矗 } 卜 2 

= 2 s 

+0 堙 

一孵 
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2 c⋯ + 卜m 譬刻 ：㈨e 
一 一 2 

n柳 = 0． 6；：l一 0． = — l 

c⋯ m +1)f j～zz 

一

2． 

十 2 

= 0．1．⋯  

s一 0，l，⋯ ． 一 3 

卜 ⋯ +号 

c⋯ ⋯m ”) 
+ # ak-la

++ 1)i一。a=O,1,'-．,k--4 l=--k~一 

s一 0，l，⋯ ， — d ￡一 

珥(2 + lm 

： t一 —— 

l一 场 (2 

) 

—  一 3 ￡一 — 1． 

一  }一 0， s= 一 2： 

c⋯m+J)c ⋯m ( ” 川m 
+ f 一 + 口““l一 2l 

一 n J一 
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及 

式 中 

z c⋯ m ⋯  一 ㈣  

(1 6 5) 

= ～ 3 一 ± 2 

zm cz + m (：譬)+号( 耋：：) 。s~k--2, —z 

～ m cz + m (：量)+号( ：：：)一。 s=k--2,g=--2 
L 1( Z ．j1 [ ( + ) ～(n+fT )。j L ． J⋯ 

： 一 告 ]， f=～( 一1)'～ Ld·一1．r+l J ：一 ：I]． 
救 ： 一 (k--2),．,-,(k--2) 

由相应的初始 条件 ．有 
● ● 

∑ + ̈ =0， ∑{( 十fm) + +吾 +(n 4- ) ̈}=0 (1 7) 
f- - fl 一 -、 ， 

又当 l时 ，式 (15)仍然成立，即 
l l 

yl(。)一∑d； rl( +bn)t+ cos(卫+fm)。+e扣∑c1．Isin(B+ )‘+ 1 os(≈+ )‘ 

(1 8) 

且有 

～

￡m(2 + )nI +号 57j一0， ～￡m(2 +{ 7 1． f+专 57j：0， 

(d一( +h) )c 一c +lm)d +专 0， ( ～( + m) ) r+c(≈+ )c +号d578=0； ：±1 (19 1) 

1 

一 。一 塞1c + 7+ -k，(号 +cn+㈨c )：o c 。 l一± ⋯l ， 
c1．o d1

．
o— U 

这里 日573= 578： ，d?a—co，4％= ．由式(1 6)～ (19)可逐次地求得 n： ，c； 
．  ，因 

而可求得 ( ≥ 1)为 ． ． 
． 

以0》釜 “瑚n 十 (f)c0s ．-e (“( )s f 0)c ) (20) 

式中 ．f— (畦rcos 础一 ．m，耐J，穗r： “ ．fsinl埘￡+ ；
． 
co m  

cLI 『c。幽 ～ d sinlmt，D| 一 c sinlm~+ Jcoshnt 

( )=∑ ∑ 川r， (f) =∑ ∑臃 ， =∑《 (f)一∑诉 

于是 0)= A(t)sin,6t+ 疗(f)cosflt+ e'f ( (f) n + ( )c0s ) (21) 

因而有 (c) ．e一 ( (t)sin~t+ 疗(‘)c。s )+ )曲 -h D( )c。轴0 ． ： (22 

+ 

．

∑ 一 
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且 ( )一∑A·，B(￡)一∑ ． ( )=∑a，D(￡)=∑ 
-_ q j— O ●一 O ●一 0 

引理 2．1 对定解问题(1 2)，(1)若 ≠ ．及 △ ( 一 ( + )̈：)。一 ( +Ira)~ 

≠ 0(t 0一-42 l一⋯，)；(2)对任意给定的充分小的 > 0．当 充分大时有 

l19(7~ ) ol{< 

对 f C-r-o，+ D。)一致成立，则有级数解如式(21)所示且级数解是收敛的。 

定理 2．i 对定解问题(儿)．若 c≥ o且引理的条件成立，则有级数解如式 (22)所示且 

级数解是收敛的。 

推论2．1 若c≥0且存在常数M>0 >0及 0<d≤{c一％，记余项m 一 。 

一e一 ( 一 =e-{ 瓦 ．因而 R ll≤ l1．又对定解问题 (12)有 f1 ≤ Me ．则对定解 

问题(】】)有 i1凡11≤ Me一 ( ∈ [0，+ 。。))且级数解(22)是收敛的 

推论2．2 对定解问题(12)，若c≥0且 l等l<l，则对￡∈[0．÷一)，有 

一 O(N一+ oo)即级数解(22)是收敛的 由 上讨论，还可得到 下结论： 

1)临界点的转移一与无阻尼的情形相比．临界点向右移了÷ ．即阻尼项的存在使 

，≈∞一 “图形的临界点发生右移。 

2)若 >0t即d>÷c ．当c> 0时解是稳定的，其瞬态响应为衰减振荡函数．当t一+ 

D。时．由于阻尼作用而消失．解趋于稳态响应 Csinug十 Dco~e，其稳态响应周期解频率取决于 

强迫力的频率；当无阻尼作用时，即 c一 0解为振荡函数且是稳定的。 

3)当 <0．即 d< {c 时，解(22)出现了指数增长项，此时指数增长因子为 
一 r————一  

“ pl土√{ ：一d一{。j。，其临界状态决定于土√{ 一d一吉c，而在临界区周围将存 
— 一  

在稳定区和不稳定区：当土√ 一d一专c>0，即c<0或c>0且 <0时解是不稳定 
— ～

1 

的；当±√{ 一 一寺 <o，即c>0，d>0时解是稳定的。 
4)当受迫项含有共振因子．即当 一 时．由于阻尼项的存在且若 ≥ 0，则解仍是稳定 

的。 

其次，对于 Mathieu方程的初值问题 

+ ( + ．=coszm)u= 0； Ij(0)一 ， (0)= - 

可类似地进行讨论。围限于篇幅，这里就不赘述了。 

最后，本文的讨论并未限制 (f)含有小参数，显见当 (f)含有小参数或 是小参数时， 

本文的结论仍然成立，困此本文的讨论和结论更具一般性。 ， 
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