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排队系统 M／M／·的平均忙期。 
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／{摘 要 讨论了排队系统M／M／·的忙期并给出了它的表达式 
口(B)= 1 1
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ABSTRACT The busy period of the queueing system M／[~Jf·wa di ed and the 

expression w∞ given as following= 

日(B)= 1 1
一 1) 

whereE(B)isthe订·ean busyperiod ofthe systemM／M／·， oisthe stationary probabilitywhenthe 

sy~emM／M／·自atthe zero state。and istheinput rate whenthe systemM／M／·is atthe zero 

state · 
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1 引 言 

排队系统 M／M／·是指：1)系统中服务台个数可以为任意正整数 ，也可以为D。l2)顾客 

到达间隔 时间序列为相互独立随机变量序列，每个到达间隔时间都服从指数分市，其参数 

是最统状态(即系统中的顾客数)的函数j3)所有服务台独立工作且任一服务台对任一顾客 

的骧务时间均服从参数为 的指数分布，而且与到达间隔时间序列相互独立。因此，排队系 ． 

统 M／M／·包含了[2]的损失制系统M／M／n、系统MtM／~、等待{6j系统MAf／n、混合{6j系统 

M／M／n／N和有限源随机服务系统(机器看管问题 )，对这五类系统关于忙期的讨论很少 ，除 

了等待制系统M／M／1(作为等待制系统M／o／l的特例)已有关于忙期的分布及其前瓶阶矩． 

在一个忙期 服务完顾客数的分布及其前两阶矩的结果外 ，对其它的系统基本上还没有实用 

的结果。本文利用生灭过程给出系统 M／M／·的忙期平均值 ( )与其平稳分 布{ ≥0)中 

概率 o之间的关系式： 

， 收支 日期 1ee2—04一{3 
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日(口)一 1 I 1—1) 
以及其它一些结果。 

忙 期记为 B，它是指：从系统中开始有一个顾客时起，一直到系统中又没有顾客时止这 

段 时间。繁忙期记为 ，它是指 从系统中所有服务白都进入服务时起一直到系统有一个服 

务台空闲止这段时间。显然，当系统中只有一个服务台时，繁忙期就是忙期 ；当系统中有无穷 

多个服务台时，繁忙期无定义。如果某时刻系统中有 个顾客 ，我们就说该时刻系统状态为 i 

2 几个引理 

引理 1 设 表示系统由变为状态 时起到下一个到达时止这段时间，肛表示系统由变 

为状态 时起到下一个离开时止这段时间，则 

1) 服从参数为 ^的指数分布 ，i≥ O ～ 

2) 服从参数为 m的指数分布， ≥ 1． 

3)m与 辟相互独立。 

证 明 1)：因为 是顾客到达间隔时间，由假设 儡服从指数分布，且其参数是系统状态 i 

的函数，故可记为  ̂

证 明 2)：因为系统中每个服务台的服务时间相互独立均服从参数为 的指数分布。设 

系统中有 一(1≤ -≤ 一)个服务台，其服务时间分别以n⋯ 表示，由指数分布的无记忆性 

知。 

一 f岫‘ ⋯ ， ≥ I
rain(n '．．·， )， < 月 

又因 min(VL’．．·， )服从参数为 的指数分布 ，所以 屈服从指数分布 ，其参数为 

f ， i≥ - 

一1 ， < 
由假设 3)是显然的。 

引理 2 排队系统 M／M／·的状态过程{；(￡)，c≥ O}是生率为 ，̂灭率为 的生灭过程。 

且当 

垒善(去+ 竺 J一一 
e-垒 击+妻 <一 

时，{毒( )， ≥o)}的平稳分布存在唯一，且为 = 。， ≥0， 由咖-I-善坼一0 
确 定。 

证明见[1]§5．5定理 4． 

引理 3 设 ，为排队系统 Z／M／·的状态 由转移到．i起首次回到状态 O所花的时间，记 
一  (w )，则当 

<。。， ： { }< 时，有 
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．  

q = +茎(量等1．妻 ， ≥ 
其中 n一 1

， 一  篆i ，；≥z 
证明 因为从系统转移到状态 J时起，经过 rain(a~， ，)时间后其状态嵌概率为 1要发 

生变化。或者 J— J+ 1或 — j一1．再由指数分布的性质和全期望公式得 

=~[min(ai， )]+露[ l <晟]P{ < } 

zEw，lⅡj> pj]e~a，> 岛) 

{ 十i{ “+ oJj-i ≥l 干 十i “十 

即 q+l一 ；一}+牟( 一 一1)，j≥1 

因为 蛳 = 0，所以由上式遵推得 

～  一  + 1 ’ 

因为 + > ，所以，q>∑n，故当∑ ；。。时，对任意正整数j，有 ≥ =。。-当 

<。。时，记五一 一 ≥ 一 等 o； 
则有 =一÷+ =．一。，一≥l 

‰ 一  一 一 ÷+ ‰一。 l̂⋯h h 
l̂⋯ ^  

一  

一 l — 一  ⋯

At---2~ 
一 A< 0，*≥ l，从而 l> ≥ 0， ≥ 1，所以nm 存 

^ l⋯ ^  ⋯  

在 。又因 

所以 一llI=∑B，从而 
～。 l 

∞ “ Iiml1．+∑ <。。 
⋯  

l。 l 

又因 s
，)
up
。

{),A< 。。， = z· ， <。。t J~1)1 lim
∞

a=o，且由[5]知系统 ‘是遍 

历齐次不可约马氏链，故其状态部是正常返的 ，从而对任意正整数 一，有 0< < 。。，又 + 

一  
·，磊 > o，i— l，2，⋯ ， s

p
up
。
{，)<∞，从而翌 0，于是m·一 

由(*)式得 一 q 1
．每． 。皇等。 

故 ； 等 + 

递推得 q一砉 +薹(量 妻 

http://www.cqvip.com


第 16卷第 6期 ’ 孙荣恒 排队亲境 MIMI·的平均忙期 l23 

3 主要结果 

定理 l 对于排队系统M／M／．，当 =o。， <o。时，其平均忙期为 

口(B)=_I1 1一1)． 

证明因 衄一客 = 客 ]= 击一 ]． 
其中 。=[1+ ]--I．当系统状态空间为有限时，上述的求和上限均应换为 
有限正整数。 

定理 2 排队系统 Ⅳ／Ⅳ／·的平均操作周期(即状态 0平均首次返回时闻)为 

( + ，)= 

证明 因为系统经过 ao时间后必由状态 0转移到状态 1，而 由状态 1经过 W 时间后回到状 

态 0，所以由定理 l得 

口(m+ t)一 1+去( 一l1； 1I ～ ～、 O ～Ⅱ0 
定理3 对具有t个服务台的排队系统M／M／*，当R—o。 ∑ <o。时，其平均繁忙 

期为 c肿一 1+耋i- 喜 ，-<o。． 

证明 由口 )一 一 一-可立得口( )= 1+ 蔓 去 ． 

4 例子与应用 

由[2]可知 ： ‘ 

1)对于损失制系统 M／Mitt，因为 

1 2 ： 嘞一[客 『] I胁一 ，j一，，⋯， L JII p』J 

所以， cs 一{客 f告) 一{， c = ，居c +， {耋 (告) 
2)对于系统 M／M／oo，因为 

f ， 一0,1 ⋯， ：e ， 
l胁 一 ，j— l，2’．．。 

所以 曰( )一 1( 一 l】
，曰( +，)一{e ． 

3)对于等待制系统 MIMIn，因为 
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0： ： 一=[蚤,-I + l i p= <- 【 ：1 ， = ， +l，⋯ ’ =l — + = < 

所以，邶 = 薹 (np)J+ 一 ， 
邶 一 1 L ,-1 + ] 

特别，对于- l~ MIMI1，有 (口)一 ( )= ， (口+，)= 面 ． 

4)对于混合制系统 M／M／-／Ⅳ，Ⅳ≥ ，因为 

f 一 ，̂』 O，l，2，⋯Ⅳ一 l 

一 [薹 (rip)j+妻(nP)~7-1一n~|nJ-tJ < 【 一I。 ，』一 ， +l，⋯̂T 霉【 十 ’r= < 
所以，舢 一 茎 +妻 一 字 · 
舢+，)： 1 L刍,-1 +妻 (rip)j] 

5)对于 一个工人看管 m ≥ )台机器问题 ，因为 

f 一 (m— J)̂，j 0，l，⋯m 一 1 

一 一 瞎 + 妻 告r 【 I ，J： ， +l，⋯ ’ 一l备l J J【 J+。 ，l J J【 J j 

所以， c = 1 L缶"lm )(告) 耋．(；)(告) ～ ] 
跗  一 

lt~u 
,,- 0

“  

其中 一．为从 m一一个不同元素中取 j个的选排列种数。 ， 

郴 一 耋 +，室 告] 
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