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Ekeland变分原理的一个注记及应用 

A Remark on Ekeland S Variational Principle and Its Application 
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摘 要 给出Ekeland变分原理的一个推论，并据此简单地证明几个剪知定理。 
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ABSTRACT A corollary of Ekeland s variational principle is given．As its application．sever 

al well—known theorems are simply proved． 

KEYW ORDS Ekeland s variational principle；mountain ⋯ i - 1 } i h  J condition；coer 

civity 

本文的主要结果如下： 

定理 1 设 x是实Banach空间 ， ∈ (x， )，如果对 V > 0，存在zo∈ ，使 F(z0)< 

+ ，则存在 ∈ n ，使得 

，( )< 或者 Ile，( ) ≤ √ (1) 

成立 ．其 U为含 0的任一开集． 一 { ∈xl (z)< + )和 ∈ ． 

该定理的证明要用到 Ekeland变分原理。 

Ekeland变分原理 设 是完备度量空间 ， ：V一 U {+ 。。}( ≠+ 。。)是下半连续 

函数且下方有界，则对满足 F(z0)< inf +。的 > 0及 zo∈V，如下结论成立；对 V >̂ 0， 

存在 ∈ ，使得 

(ẑ)≤ F(zo)，d( )≤  ̂

v ≠ (札)< (z)+÷d(zm) “ 
^  

关于 Ekeland变分原理，可参见文献[1～ 2]． 

定理 1的证明 假设(1)式前一部分不成立．即对 V ∈ n U．均有 (z)≥ ，根据 

Ekeland变分原理 (取 = )，存在 ‘∈ n ．使得 

(扎)≤ F( 。)， 一 z0l{≤ √ ， 

(t)≤ ( )一 √ 忙 一扎l1．V z∈ n II (3) 
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显然当 > 0充分小时， ∈ N u，从而，对 V^E x及充分小的 > O ±th∈ N u，在 

(3)中取 一 4 晚 则有 

( )≤ ( )( 土 抽)+ ／了 + 1 

这表明 ( 。)ll≤ ／ ，即(1)后一部分成立。证毕。 

下列定理 2一d．都是众所周知的一些结果，可用定理 l很简单地证明。 

定理 2 设 ’̂E (x，肋 ．下方有界，满足(Ps)条件 ，则存在 zo∈ x，使得 

，( 0)一 inf$、 且 ( 0)= O 

证明 对 V}> 0．显然存在 ；E ．使得 ’̂(i)< irtfF+ ，取 U— x及 —infF．由定 
x 

理 l知 ．存在 E x．使得 ’ 

inf$ ≤ F( )< infF+ 
i 

( 。) ≤ √ 

根据(Ps)条件．存在(zD的子列(仍记为本身)．使得 。一 I"0∈Y． 神 r r 一infF H n) 

= 0．证毕 。 

定理 3(Mountain Pass定理的推广)Ⅲ 设 ∈ (X， )满足(Ps)条件，如果 

inf ’̂(z)≥ (0)> (e) 

其中 0< P< ．则 ’̂有异于 和 e的临界点 

证明 记 一 { E ([0．1]，x)I (0)= 0，̂(D —e)．对 V ∈̂ ．显然有 

(d) 

Max (A(f))≥ max{ (o)， (e)}= (0) 
t[0 I] 

从而 

= inf$’mHx，(̂( ))≥ ’̂0) 
∈̂， 哐 [0一1] 

分两种情况： 

1)当 c> ’̂(o)时，按照山路引理的证明即知 c为 的临界值，对应的临界点显然异于 u 

和 

2)当 c— (o)时，设 (o)一irtf~"．其中B = 扣E x z < }，由 的定义知：对 V > 

D．存 在 ho E ，．使得 

Max (̂o( ))≤ + 

根 据连续 函数介值定理．存在 E (0．1)，使得 0≤ ( < ，J'令 ；一 h(b 及 U= 扛 E 

I l1．,,ll／z< I< ， }·根据 ( )。二 rtfg,育 

≥ (u)= 一 { E xI ( )< c+ ) 
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运用定理 1知，存在 ≈∈ n ，使得 

II ( ) ≤ 了 

又 c≤ ( )≤ c+ e，由(Ps)条件知 ，( )存在子列(记为本身)，使得 ，则 ( )一0， 

X0∈ ．这里 zo自然不同于O和 证毕。 

注 l 定理 3最早出现于文献E33。该文用另一种方法证明了如下定义的 是 的临界 

值 ： 

b— sup infF( ) 
【一∈ j∈ 

其中 O= {Uc xI 是开集且 。∈U，e∈ ) 

定理 d 设 ∈ (x，R)满足(Ps)条件且下方有界，则 F是强制的，即 lira (z)=+ 
lt_一 

o。 ． 

证明 令 C一 { ∈Rl 有界)．其中 一 {z∈XI ( )≤ )，显然 C≠ 哂(因 有下 

界)。设CO—supC，下证co=-t-o。，从而下是强制的。事实上，反设 co<+oo，则对 V > 0，集 

合{ ∈ XIco< (z)< co+ )是无界的，从而存在 ；．∈ X，使得 

co< F(；．)< c0+ I／．， > n 

根据定理 l，取 U一 { ∈X⋯zll> )n{ ( )> )，则存在 ∈ n口，其中 ^一 {z∈ 

Xl (z)< c0+ l )，使得 ( )I1≤ l／~／n．注意到 co≤ ( )≤ c。+ i／．， Il> ，这 

与 满足(Ps)条件矛盾。证毕。 

注 2 定理 d最早 由李树杰先生得到并用“梯度流”方法证 明(见[ ])．最近文 [5]用 

EkMand变分原理给出了一个简单的证明，这里给出的证明比文[5]给出的更直接更简单些。 

实际上 ，基于定理 l，定理 d是显然的。 
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