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摘 要 就传统边界元法在计算靠近边界的内点位(或场分量)值方面所存在的问题， 

提 出了一种改进方涪，即边界单元外移法，它将距所求内点最近 的边界单元外移一适 当距 

离．以减小基本解奇异性对求解稳定性和精度的不 良影响。推导了外移单元上等效源密度的 

计算公式，给 出了一个算例。 
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ABSTRACT The tranditional boundary element method has some drawbacks when used to 

com pute the potent~ or the components of the vecto r field of the internal points FIe f the bo und- 

ary．The paper presents an improved meth0d— — the bo undary element outward—moving method· 

which ilnov~~ th e closest bo undary element to the internal point outward to a suitable distance．in 0r_ 

der to reduce the ill influences on the numerical stability and accuracy ca used by th e singularity of 

the fundamental solution．And the formula of the equivalent sourca density on the outward—moving ’ 

boundary element is deduced with an example． 

KEYW ORDS internal po nt；outward movement bo undary  element；robin bo undary condi一 0 

tion 

0 引 言 

用边界元法求解边值问题 ，要涉及到边界未知量(位或其法向导数)和场域内任一点待 

求量(位值或场强值)的计算这两个方面，并且后者是在前者舶基础上进行的。关于如何有效 

地克服传统边界元法在求解边界未知量方面所存在的奇异积分和角点问题，作者已在文献 

[d]中作过讨论。本文考虑解决的是传统边界元法在求取过分靠近边界的内点待求量时所存 

在的另一个问题。 
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1 边界积分方程 

具体考虑二维平行平面场的拉普拉斯方程边值问题： 

一。 ] 
一 ∈ } (I) 

一 未一 E一- l 一 一 l 
(口为求解医，其边界 r— n + ) 

与之相应的边界积分方程为r 

c(；) (；)： (6『F(；，；r)丝 一 (．『)塑 !盟]dr (2) J 
rL 枷  J 

式中，c(；)是一个与场点位置有关的常数，对于内点 c(；)一 l； (；，；，)为拉普拉斯方程的基 

本解，它应为0] 

F(r， )= nl —r I (3) 

若 口是在 平面上，则域内任一点的场分量表示为 

一 耋一f， 面c)F一“磊a l：面aFfJ7ar] 
一 言一f，[ 一“ a【{ aF J~Jd7 rJ 

在算得边界未知量之后 ，利用式(2)、(4)可分别求任一内点的位值和两场分量值 若待 

求内点离边界很近 ，在靠近该内点的一小段边界上 1；一 1都很小 ，使得基本解 (；，；r)以 

及 、警、 、未(詈J、南( )的奇异性显得十分突出，内点离边界越近，奇异性就越为严 
重，对求解产生的不 良影响也越大 因此，处于蚺近边界的一内域窄带(二维情况)之中的所 

有内点，其待求量的计算要出现误差既大且很不稳定的弊端 ，这就是传统边界元法存在的另 
一 个伺题。 

间接边界元法提出过避免上述问题的思想 ．即在实际边界之外附设另一边界 ，以便使所 

有 内点距附设边界都有相当距离0 ．但附设边界要 比实际边界大 ，离散的单元也多．计算附 

设边界上等效娠密度的工作量也就相应增多 而本文所提出的边界单元外移法 ，仅将距待求 

内点最近、奇异性尤为突出的一个边界单元向外平移一段距离而 已。 

2 外移单元上的等效源密度 

假定场域的边界被离散为 T̂个单元．在求得边界未知量之后拟 

进一步计算靠近单元 脯(其两端点为 A、 )的内点 P的位值 “(P)．将 

单元8P沿萁外法向平移一段距离 ．便得到一个两端点为 、 的 
■ 

所渭外移单元，如图 l所示 。于是．外移单元 A， 和其余的原边界单 

元 、＆ ⋯、8H 、 ⋯ ⋯、吼 以及图示两线段 AA 、 B一起，将围成 图 I 边界单元的外移 
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一

个新的区域，用 o 表示。设 内另有一个位函数 ，如果我们能设法使其在原考虑 区域 。 

内与”处处相等，则原问题(在 。内求 (P))就可以转化成 口I内离新边界较远的 P点的另一 

位值 (P)予以求解。 

为确保在 口内 与”处处相等，必须对 的控制方程和边界条件作如下要求 ；(1)在 

内， 亦应满足拉普拉斯方程；(2)在 和 。的公共边界(原边界 除去 & 后留下的部分边 

界，用P = "4- z表示)上， 的边界条件与“的原给定边界条件相同；(3)在 o 的另外 

三段边界(AA 、A B、B )上 ，将 及其法向导数怍统一考虑的 Robin边界条件(可视其为某 

种等效潭密度)是待求的，它与 的已知边界条件一起应使 上的 与原先给定或已算得 

的 ”处处相等。为简化AA 、A r 、B B上等效源密度的计算 ，可将 AA，、Br B上的Robin边界条 

件取为零。于是， 的定解问题表示为： 

V = 0 

= "| 

： 宴： " 

， 一  芸=o 
， 芸-_ 芸一 

∈ oI 

∈ 1 

∈ 2 

∈ AA r、 B 

∈ A 

式中， 为待定的等效源密度。 

根据式(2)，将上述定解问题的边界积分方程写成 

cc；， c； 一』 { 一 芸)dF-q 甜， 

(5) 

(6) 

● 

由 与”在。内处处相等的条件得知，在 上有 = 和 =妻，故 内任一点的位值应 
为 · ． 

．  c；，=』 ( 妾一”芸)dF+f 甜， c 
简记式(7)右边的第一项积分为 (；)，即 

= 』 一 芸 ㈣ 
则有 (；)一吼(；)+I 耐 (9) 

在单元 e上的”、 、 ，分别用 ” 、 和 表示 ，并且 等于已知的 ” ．将式 

(9)用于 上的任一点，可得 ” ； +I 耐， (1 0) 

外移单元 A— 上的等效源密度 ，就是此积分方程的解。 

3 边界单元外移法 

以上表明，为解决传统边界元法在计算靠近边界的内点位值(或场强值)方面的缺陷问 
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题而提出的边界单元外移法 ，其实质是通过距待求内点最近的边界单元的向外平移，以减小 

基本解奇异性对求解的不 良影响，其计算步骤则是在求得边界未 知量之后，用式(1 0)求外 

移单元上的等效源密度 ，而后按式 (9)求内点P的位值 (P)(即“(P))．但就方法本身而言 ， 

其核心问题则是寻求外移单元上的等效源密度。 一 

由式(10)求外移单元上的 一般得用数值方法。因为A—B r是由 向外平移而得到的 ， 

可仍概其为一个单元，并且使 的插值阶数与原先在 se上求 或 时采用的插值阶数相同 ． 

即 A 上的节点数等于 上的节点数。设 A 上有 Ⅳe个节点(采用 Ⅳe一1阶插值)，则 可 

表示为： 

一  (E)口 (11) 

式中，用局部坐标 表示的形状函数向量 (})和节点处 ,ff的列向量 a分别为 

(1)一 { (E) 2(E)⋯ q (E)) (1 2) 

口一 { l,ffl⋯ oH。) (13) 

将式(11)代入式(10)，然后用之于单元 se的第 个节点上，得 

一  +I (E)口 r 

或 【J (1) J。 u 一 (1 d) 
分别取K一 1，2’．．·， ，便得所需的Ⅳe阶代数方程组。由此解得 、 、⋯、 之后，根据式 

(11)便获得 A B 上的 分布。 

4 算 例 

对于圈 2所示的二维平行平面场的拉普拉斯边值 

问题，需要计算靠近边界的 4个 内点 a c、d的位值 。 

该问题有解析解 ： 

1 
“ 一  

抛  l 

一i 

抛  l 
一  

(2) [ “ 【S 

图 2 算倒用图 

将边界离散为等长的 l6个线性单元，节点编号 见图 2．边界节点未知量用改进边界元 

法计算“]，其结果如表 l所示 ，在表中，角点处的两个位的法向导数值沿边界的逆时针方 向 

依次用 一、 表示，而其它节点的一个计算值列在q一一栏。 

计算 、6̂ d四个内点的位值，采用了本文的边界单元外移法和传统边界元法 ，以便进 

行误差比较。靠近 、c点的单元和靠近 6、d点的单元分次外移的距离均为 0．5m．用两种方法 

算得的内点位值及相对误差 ，如表 2所示。 

从表 2可以看出，对于靠近边界的内点 rt c、 ，用边界单元外移法算得的位值是相当 

精确的，并且离边界越近的 c“)点较之离边界稍远的 n(b)点来说，计算精度的提高更为明 

显 。 
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表 1 用改进边界元法算得的边界节点 g值 

表 2 用两种方法算得的内点位值和相对误差 

5 结 论 

1)边界单元外移法是求解靠近边界的内点位值(或场强值)的一种简单而有效的方法 ， 

它可 在计算量增加不多(为求外移单元上的等效源密度)的情况下换得计算精度的大幅 

度提高。 

2)单元的外移距离显然不应取得过小，但也没有必要取得很大。算倒仅取外移距离等 

于外移单元的长度 ，表明已能较好地满足精度要求。 
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